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1. Introduccion

Lo datos circulares surgen naturalmente en diferentes
fendmenos de la vida real. En consecuencia, su estudio
resulta relevante en diferentes areas de la ciencia y, por
lo tanto, es necesario desarrollar técnicas que nos per-
mitan analizar de manera adecuada este tipo de datos.
Uno de los modelos més importantes y mdas usado para
describir datos circulares unimodales es el modelo von
Mises. La estadistica bayesiana es un enfoque bastante
util para el analisis de datos circulares. En este trabajo
se describe una metodologia empleando técnicas en la
estadistica bayesiana, para llevar a cabo inferencias so-
bre los pardmetros del modelo von Mises. Estas técnicas

estan basadas en los métodos de Monte Carlo via Cade-
nas de Markov (MCMCQC).
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2.1. Estadistica e Inferencia Baye-
siana

La estadistica Bayesiana es una metodologia que hace
uso del conocimiento previo que se tiene sobre la situa-
cion a enfrentar y de manera sistémica poder obtener
mejores resultados.

El teorema de Bayes nos plantea que la distribucion
posterior de los pardmetros 0 = (64,05, ..., ;) estd dada

por
f(x1, .. x| 0)f(0)

[ f(x1, ..., xn)f(0)d06 (1)
o« L(x1,...,x,|0)f(0)
donde {xq,...,x;} es una muestra aleatoria de datos
tales que x; ~ f(x;]0) parai = 1,..,n. A f(0) se le
conoce como la distribucién inicial o a priori de 0 y
L(xq,..., x5 | 0) es la verosimilitud.

f(9 I X1, ooy xn)

2.2. Muestreador de Gibbs general

El muestreador de Gibbs es un método MCMC que
nos permite muestrear de la distribucion final conjun-
ta mediante sus distribuciones condicionales completas
basados en iteraciones que generan Cadenas de Markov
que convergen a una distribucién de equilibrio.

2.2.1. Algoritmo de Gibbs

1. Hacer j = 0 y proponer un valor inicial
0 0
0 = (6%, ...,6\%)

2.Paraj > 1 obtener ol) — (99 ), .., 9]9 )) de 09 median-
te las distribuciones condicionales:

ol de F(0105 Y, 07", .00 1)

o e (009,000

A partir de un niimero h de iteraciones nos asegura-
mos la convergencia (Teorema Ergddico) de la cadena y
buscamos un nimero k tal que la correlacién entre los

valores de la cadena 815 g(ht2k)  g(h+Nk) gaq des-
preciable.

2.3. ¢Que son los datos circulares?

Los datos circulares surgen de la necesidad de traba-
jar con datos medidos por la briijula y el reloj. Tal como
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en la estadistica lineal, podemos establecer ciertas me-
didas descriptivas para los datos en el circulo unitario y
conocer en donde se concentran los datos, qué tanto se
agrupan o dispersan y otras caracteristicas de la forma
en la que se distribuyen.

Los datos circulares pueden considerarse de dos for-

mas.

6

x = (cos®, sen®)l  z=e% = cos0+isen.

3. El modelo von Mises

La distribucion de von Mises es la distribucion mas es-
tudiada para datos circulares. Fue descrita por primera
vez por Richard von Mises en 1918 como una forma de
modelar la distribucién de pesos atomicos. Es un mo-
delo simétrico y unimodal, que juega un papel analogo
al de la distribucion normal. De hecho, en la literatura
a menudo se le denomina distribucion normal circular.

La distribucién de von Mises M (u,«) [1] tiene como
funcion de densidad

1
fO) = 5
donde I denota la funcién de Bessel modificada de
primera especie y orden p = 0 definida por:

I _i 27 Kcosf)dg
O(K)_ZT( 0 € /

eKcos(G—],t) (2)

4. Inferencia Bayesiana para
el modelo von Mises

Sean {x1,...,X,} una muestra aleatoria de datos tales
que x; ~ M(u,x) y seau = (cosu,senu)’. Notemos
que la distribucién von Mises tiene dos pardmetros, por
lo que podemos hacer inferencia de tres formas: cuan-
do conocemos un parametro y desconocemos el otro o
cuando ambos parametros son desconocidos. En el ca-
so de que u sea desconocido y k¥ conocido, se propone
una distribucion inicial von Mises y obtenemos que la
distribucién final es también von Mises, por lo que no
es necesario aplicar algtn método de muestreo.

4.1. Parametro 1 conocido, x desco-
nocido

Buscamos conocer la distribucién final f(x | 6y, ..., 0).
Forbes y Mardia [2] proponen la siguiente distribucion
inicial para el parametro x

1 —bx

y mediante el teorema de Bayes obtenemos que

1

X —11Box
Io(x)"° ” )

f(x|01,..,604)

donde

n=n++a ,B():; b— Y cos(6; — p)
i—1 |

Aplicamos el algoritmo de Forbes y Mardia [2] pa-
ra una muestra de tamafio n = 2000, de datos pro-
veniente de una distribucién von Mises con parame-
tros M(7c/3,0,5). El algoritmo genera una muestra de
N = 1000 datos cuyo histograma es

Histograma de la muestra obtenida de kappas
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Figura 1: Histograma obtenido usando el algoritmo de
Forbes y Mardia [2]
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4.2. Parametros i y x desconocidos

Buscamos conocer la distribucién posterior de am-
bos parametros f(u,x|xq,...,x,). Guttorp y Lockhart
[3] proponen la siguiente distribucion inicial conjugada

1 KRO"I/leO
f(‘u/ K) x IO(K)ae !
donde c,Ry € [0,00),myg = (cosyg,senyg)’ son

parametros iniciales.

Y mediante el teorema de Bayes obtenemos que

1 noo.
f(y,;c | X1, eeey xn) X T (K)n_l_aercyT{Zi:wrl-Romo} (4)
0

Se obtuvieron las densidades condicionales completas
de esta distribucion:

m Para y
f(u|x, x1, 00y X)) = M (pt, kR;,) (5)
con
n
Upn = (:Iio‘ﬂio }E:xy:) 1{;;1
=1
n
R, = ||[Rogmg + Z X
1=1
m Para x
1
—1Box
f(x|m, x1, o0y X5) o IO(K)’ie (6)
con
H=mn-+a
1 n
By = . Rocos(mo — p) — Y cos(6; — p)
1=1

Notemos que al conocer las distribuciones condiciona-
les, pordemos aplicar el Muesreador de Gibbs, dentro
del cual aplicamos el algorimo de Forbes y Mardia para
muestrear de la densidad condicional de x.

Se obtuvo una muestra de N = 1000 datos para y y «,
usando una muestra inicial de tamafio n = 50 prove-
niente de una distribucién von Mises M (457c/180,10)
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Figura 2: Distribuciones finales de u y x usando un Gibbs
sampler junto al algoritmo de Forbes y Mardia
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