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El método de las caracteristicas es un método para resolver ecuaciones diferenciales parciales. En teoria se puede aplicar a cualquier ecuacion hiperbélica, pero se aplica

mas frecuentemente a ecuaciones de primer orden. El método sigue varios pasos: i)encontrar una familia de curvas que cubran el dominio de la edp a lo largo de las
cuales la edp se reduzca a una edo; ii)encontrar y resolver esta edo; iii)con la solucién de la edo obtener la solucion de la edp. En este trabajo describimos algunos

El problema y met

detalles de este proceso. Las curvas caracteristicas también tienen importancia en otras aplicaciones, por ejemplo en la solucion numeérica de las edp.

Ejemplo

Consideramos la ecuacién cuasinlineal (lineal en las
derivadas g, ut)

a(x,t,u)uy + bz, t,u)ur = c(x, t,u), (1)

u:R?2 S R

Definicion 1. Consideremos que tanto x como ¢
dependen de un parametro p: x = x(p) y t = t(p),
al sistema

( d
v = a(x,t,u), s’ = d_x
P
dt
St = b, t,u),t! = — (2)

se le llama sistema caracteristico o sistema de La-
grange -Charpit de la ecuacion 1. Si el sistema ca-
racteristico tiene solucion, las curvas definidas por
(x,t) se llaman curvas caracteristicas de la edp.

f“

curvas caracteristicas

flx.t)=c

direccion caracteristica

(a{x.tu). b{x.tu))

Fig. 1. Curvas caracteristicas y direccion caracteristica.

El término de la izquierda de la EDP 1 representa la
derivada de w en la direccion (a(x,t,u),b(x,t,u))
en los puntos en los cuales no son simultaneamente
nulos los coeficientes a(x,t,u) y b(x,t, u).

Teorema 2. La EDP 1, restringida a las curvas
caracteristicas es la EDO (2.3).

Demostracion.

Definimos v como la restriccion de u a las carac-
teristicas: v(p) = u(x(p, q), t(p, q)). Derivando res-
pecto de p:

O oudxr Ouot
/ _ —

= xpuz + tpup = c(x,t,v).

Asi que la EDO a la que se reduce la EDP 1 es
V'(p) = c(z,t,v).

El método de caracteristicas consiste en resolver el
sistema 2, es decir, de encontrar la solucion w en las
caracteristicas, v(p), v a partir de eso construir la
solucion u(x, t). Illustraremos el procedimiento com-
pleto con un ejemplo.

Ejemplo. Consideremos
auy + bur = 0.

En este caso, a(x,t,u) = a, blx,t,u) = by

c(x,t,u) = 0 son constantes.

Paso 1. Construimos el sistema caracteristico:
d=a t'=bu =0

Resolvemos el sistema caracteristico:

r=ap+ f1(q); t="0bp+ folq); u= f3(q)

donde fi, fo v f3 son funciones arbitrarias.

Paso 2. Hallamos las curvas caracteristicas despe-
jando p de las soluciones del paso 1:

r — fi1(q) _ t — folq)
a b
—> bx — bf1(q) = at — afs(q)

—> bx — at = bfi(q) — afa(q)

Pero como f{ vy fo son arbitrarias, las curvas ca-
racteristicas son la familia de rectas paralelas con
ecuacion

bx — at = g(q)
con g una funcion arbitraria (derivable).

Paso 3. Construimos la solucion general u(x,t).
Notemos que:

g (b —at) = g
= u(z,y) = f3(g~ ' (bx — at))

Dado que f5y ¢!
queda lo siguiente

u(x,y) = f(bx — at)

con f funcién arbitraria derivable.

son funciones arbitrarias, nos

8

curvas
Br caracteristicas
bx-at=c

Fig. 2. Las curvas caracteristicas del ejemplo son rectas con
pendiente b/a.

Bibliografia

Continuacion del e

S1 ademas tenemos una condicion inicial:
9

u(z,0) =e "
de lo anterior tenemos que soluciones de la forma
u(x,t) = f(bxr — at) satisfacen la EDP, por la con-
dicion inicial
2
e ¥ =u(x,0) = f(bx)

2
tenemos que f(z) = e~ (5)". Tomando a = 1 y
b =1, la grafica de la solucion seria la siguiente:

caracteristicas

Fig. 3. Soluciéon u para el ejeZmplo cuando la co:gldicién inicial
es u(z,0) = e, u(x,t) = e~ @77

Notemos que en este caso las curvas caracteristicas

coinciden con las curvas de nivel, donde son preci-
samente rectas con pendiente 1.

Resultados y Conc

El método de caracteristicas para resolver ecuacio-
nes de primer orden nos permite reducir una edp a
una edo y resolverla mediante sus ecuaciones carac-
teristicas. En algunos casos estas coinciden con las
curvas de nivel de la solucion, lo que ocurre cuando
la edo a la que se reduce la edp es homogénea, como
fue nuestro caso.

Si consideramos la edp up + cuy = —u € RZ
u(x,0) = f(x) tendremos que las curvas carac-
teristicas siguen siendo rectas, sin embargo, para
este caso ya no son curvas de nivel.
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