Solucion numerica de un problema de Laplace en el contexto de

‘ Resumen I

El cerebro humano representa un gran desafio para la cien-
cia debido a su complejidad y ha sido estudiado desde di-
ferentes perspectivas y con diferentes herramientas como la
electroencefalografia, la cual es una técnica de exploracion neu-
rofisiologica que registra la actividad bioeléctrica cerebral a partir
de electrodos colocados en el cuero cabelludo, un electroence-
falograma es el registro obtenido mediante esta tecnica.

De esta manera, se considera el Electroencefalograma (EEG)
para estudiar anomalias patologicas en el cerebro tales como
focos epilepticos, edemas y tumores cerebrales, ya que su re-
gistro corresponde al potencial generado por grandes conglome-
rados de neuronas que trabajan simultaneamente y son llama-
dos generadores del EEG o fuentes bioelectricas que pueden
ser corticales y subcorticales. En este caso, para establecer co-
rrelaciones entre las fuentes y las mediciones, se han utilizado
problemas de valores en la frontera. Ya que la region en la que
se estudia un problema puede ser no homogéeneo, deben con-
siderarse condiciones apropiadas de frontera en las interfaces
de separacion de las diferentes regiones que componen a dicha
region.

En este cartel se aplica el método del elemento finito (MEF) pa-
ra resolver un problema de Laplace en un dominio circular, como
los que aparecen en el contexto de identificacion de fuentes en-
cefalograficas.

Figura 1: Un modelo de la cabeza en capas conductoras.

‘ 1. Planteamiento del problema |

Nuestro objetivo es estudiar el siguiente problema de contorno
para dominios ; y O en R?:

Au; =0, en €y, (1.1)
NAus =0, en €, (1.2)
con las condiciones de frontera
up = uo, Sobre S5, (1.3)
0 0
ool — 5 7%2 Ly sobre S, (1.4)
8n1 8n1
0
8 0, sobre 5, (1.5)
ono

Aqui se considera que la region €); es la patologia que se pre-
senta y la region ()9 sera el resto del cerebro, cuya frontera exte-
rior es Sy.

Definicion 1. Dada g € L1»(S;), que satisface la condicion de

compatibilidad, una funcién v € H'(Q) es llamada una solucién
debil del problema (1.1)—(1.5) si satisface la siguiente relacion:

o VUl - \JudSd+ o9 | SJug - Jodf) = / guds (1.6)
0 0y S

para todo v € HY(Q) y donde H(Q) es un espacio de Sobolev

contenido en Lo(£2)

Teorema 1. La condicion de compatibilidad de la funcion ¢ es
necesaria y suficiente para la existencia de la solucion debil del
problema (1.1)—(1.5). Hay una unica solucion debil v que satis-
face [qu(z)dr =<u,1 > g)=0yademas

ull gy < Cllgllpys))
donde C no depende de g.

Figura 2: Esquema de esferas anidadas.

electroencefalografia

Andry Alexander Peregrino Rodriguez!
Dr.Jorge Lopez Lopez-
Dr.José Jacobo Oliveros Oliveros®

Universidad Juarez Autobnoma de Tabasco

landry18peregrino8@gmail.com

’Jorge.lopez@Quijat .mx

‘operadoradjunto@gmail . com

Presentamos las definiciones del problema directo e inverso pa-
ra un tumor cerebral:

Definicion 2. problema Directo. Dada la funcion g definida
sobre Sy, el problema directo consiste en hallar la restriccion a
la frontera de la region (medicion) de la solucion del problema
anterior, es decir, hallar V- = u|g,.

Definicion 3. Problema Inverso. Dada ala funcionV defini-
da sobre Sy, el problema consiste en hallar una funcion fuente g
definida sobre S, tal que la solucion u del problema dado satis-
face que V = u|g,

‘ 2. ldeas del elemento finito I

Consideremos el problema de encontrar . € C*(12) tal que:

au—vAu=f en

u=gg, en Ty, (2.1)

%ZQL en [j.

Para resolver numéricamente este problema por elemento finito
consideramos el siguiente teorema:

Teorema 2. Toda funcion v que resuelva (2.1), tambien resuelve

el problema de encontraru € V tal que para todav € W se tiene:

/auv+/vvu-vv—/fv+/ grvdry (2.2)
Q) () () I

vz{veﬂl(n) | v=gy sobre ro}

donde

W:{veHl(Q) | v=0 sobre FO}

Definicion 4. A una funcion u que resuelva (2.2) se le llama so-
lucion debil de (2.1).

Para la solucién numérica sustituimos H'($) por un subespacio
de dimensidn finita, el cual definimos como:

Hyp(Q) = {v e cV(Q) vl € Pi(k), k€ Th}

De igual manera, se tienen las siguientes definiciones:
W,(2) =4{ve Hy,(Q)) | v=0 sobre Iy}

Vh(Q) = {U < Hh<Q) | v=gy Sobre Fo}
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Figura 3: Malla de un dominio circular y su triangulizacion ;,.

De esta manera tenemos el siguiente teorema:

Teorema 3. Cada funcion en H;,(§2) esta completamente definida
por sus valores en los nodos.

Una base de H; son las funciones v? que estan en Hj, y que

toman los siguientes valores: v?(ni) = 0;; para n; un vertice o

nodo de la triangulizacion de 73, y de acuerdo al teorema ante-
rior buscamos una solucion u en V;, para la cual se cumpla (2.2)
para toda v en W}, lo cual se reduce a resolver el sistema alge-
braico lineal Au = b, donde A es una matriz simétrica y definida
positiva y cada una de sus entradas viene dada como:

h,.h h h
aij:a/Qviijrv/vii V ;

y las entradas de b se dan como sigue:

N
bz—/foU?ﬂL/F giv) + > aijgo;
1

j=n+1

donde gy; = go(n;) €s un arreglo con los valores de u en cada
uno de los nodos.
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3. Resultados numericos |

_as ideas expuestas se programaron en un codigo en Octave
aplicando el metodo del elemento finito y se aplicaron al siguien-
te ejemplo:

Consideramos: el dominio circular €2 con centro en (0,0) y radio
om; f = (a4 4vr?)Cos(r?); a =3/2; v =1/2;r2 =22 + 4%, T =T
(I'g no existe) y g; = 0 (gg NO existe).

Para estos datos, la solucion exacta en el dominio €2 es:
u = cos(z® + y°).

En las figuras 4 y 5 se muestran la solucion aproximada y la
solucidon exacta obtenida con la malla de la figura 3.

Solicion Aproximada

Figura 5: Solucion exacta.

‘ 4. Conclusiones |

Hemos presentado los avances en la solucion de un problema
eliptico del tipo (2.1), en el caso particular de un dominio cir-
cular. Esto es de interés porque entendiendo como se aplica el
método del elemento finito para resolver la version variacional
(2.2), se puede resolver de manera inmediata el problema (1.1)—
(1.5) cuya version variacional es (1.6). En cuanto a los resulta-
dos del ejemplo, se observa una discrepancia entre la solucion
aproximada y la exacta, en la parte central del dominio. Esto
esta asociado con la dificultad de la soluciéon exacta y el tipo
de elementos finitos usados (triangulos y funciones lineales). Se
continuara trabajando en la mejora de la malla, el tipo de ele-
mentos finitos y en la solucion del problema (1.6), es decir, en la
aproximacion numeérica por elemento finito de u; y uo, 0 en otras
palabras, dada una fuente g conocer una version numérica del
EEG V, obteniendo uy (y up) y restringiéndola a S,.
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