Problema de control para el modelo basico de la hepatitis C con

‘ 1. RESUMEN |

En este cartel planteamos y resolvemos numericamente el pro-
blema de control 6ptimo, para el tratamiento con interferon en un
enfermo endemico de hepatitis C que responde a la terapia.

De manera que encontramos un regimen de tratamiento Opti-
mo, que consiste en reducir la carga viral considerando el costo
del tratamiento, asi como el costo de los efectos secundarios
derivados de la medicacion. Para este fin, tomamos el modelo
formulado en [4] como una base para aplicar la teoria de control
dptimo.

‘ 2. Modelo para la dinamica de la hepatitis C |

El modelo matematico para la dinamica del VHC propuesto y es-
tudiado en Neumann et al [4] esta dado por el siguiente sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias

Hs = Bs — kHsV — usHs,

H; = kHV — w;H;, (2.1)
Vi=pH; — V.

donde las variables de estado del sistema y la suposiciones son
las siguientes:

= H,(t) es la poblacion de hepatocitos sanos en el higado en el
tiempo t (células/mm?>). Estas se generan a una tasa constan-
te S5 y mueren a una tasa per capita .

m [,(t) es la poblacion de hepatocitos infectados (enfermos) en
el higado en el tiempo t (células/mm?). Los hepatocitos sanos
H, se convierten en infectados H;, con una tasa proporcional
al producto del numero de hepatocitos sanos H por la carga
viral V', con tasa de infeccion k.

= /() es la carga viral del VHC en el tiempo ¢ (%). El VHC se
produce dentro de un hepatocito infectado H; a una razén de
p viriones por hepatocito infectado por dia, y mueren con una
tasa de mortalidad per capita ;, . Dado que los hepatocitos
infectados H; mueren a causa de la replicacion del VHC en su
interior, se supondra que p; > .

El conjunto donde el sistema (2.1) tiene sentido biologico esta
dado por

_ | 3 0<Hs<Hy, 0<H; < Hyy,
T_{(HS’HZ’V>ER+' Hs+ H; < Hp, 0V < Vyy ]

donde H,; = Ds eg 1a poblacion maxima de hepatocitos en el

s
higado de un individuo sano y V; = p[:M es la maxima carga

viral que una persona puede soportar.

‘ 3. Analisis cualitativo |

El siguiente resultado esta desarrollado detalladamente por
Alavez-Ramirez et al. [1].

Teorema 1. Tomando 1; > s, Se tiene

1.Si Ry < 1, entonces Ly = (%, 0,0) es el unico punto de equili-
brio del sistema (2.1) en I que corresponde al individuo sano,
el cual es global asintoticamente estable.

2. Si Ry > 1, entonces el sistema (2.1) tiene dos puntos de equi-
librio en T, Ey que es inestable y el equilibrio del enfermo en-
demico )

Bs oV

ps +EVEp
el cual es local asintoticamente estable.

‘ 4. Planteamiento del problema de control |

Consideremos el modelo basico dado por el sistema (2.1) pero
ahora introducimos tratamiento con interferdn

Ey = V7,

Hs = Bs — kHsV — usHs,
H; = kHsV — p;iH;, (4.1)
V =(1—u)pH; — u,V.
donde 0 < u < 1 representa la eficacia del tratamiento en blo-
qguear la liberacion de nuevos viriones. Por ejempl, v = 0,9 repre-

senta una eficacia del 90 % del tratamiento.

Para plantear el problema de control consideramos el funcional
de costo

1 T
Tl = 5 / CLHX(E) + CoV2(t) + Ru(t)]dt.
0
Los primeros dos términos representan los principales objetivos
biologicos, es decir, reducir la cantidad de hepatocitos infecta-
dos y la carga viral, mientras que el tercer termino representa

el costo de la administracion del medicamento. Las constantes
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positivas C y Cs, representan los coeficientes de costos asocia-
dos a las variables H; y V. La constante positiva R se considera
como un balance del costo y la gravedad de los efectos secun-
darios del farmaco.

El Lagrangiano para el problema de control esta dado por

1
L(Hs(t), Hi(t), V (1), ult),t) = S[CLH() + CoV2() + Ru(t)],
Asi, resolver el problema de control 6ptimo consiste en

min J |u| (4.2)
sujeto al sistema (4.1), con las condiciones iniciales
Hy(0) = H), H;(0) = H),V(0) =VY),  ued, (4.3)
donde

U={w:|0,T] — [0,1] : w es continua}.

‘ 5. Caracterizacion del control optimo |

Ya probado que existe un par optimo (xg, v*), usaremos el prin-
cipio de pontryagin [3], para dar una caracterizacion de u*.

Teorema 2. Dado el control dptimo u* asociado al problema da-
do por 4.2, 4.3, y la solucion optima de (4.1), existen funciones
Ai(t), @ = 1,2, 3 continuamente diferenciables, que satisfacen

):\1 = MEV + Aus — MEV,
Ay = —C1H; + Ao H; — A3(1 — u™)p, (5.1)
A3 = —COV + \kHg — MokHg + A3y,

donde \;(T) = 0, i = 1,2,3 son las condiciones de transversali-
dad.
Ademas u* satisface

w*(t) = min {ma:x {o, pAS(t)Hi(t)} | 1} | (5.2)

El problema de optimalidad esta dado por (4.1), (5.1), (5.2) y los
valores en la frontera

H,(0) = HJ, H;(0) = H, V(0) = V°, \(T) = 0,i = 1,2,3

‘ 6. Resultados Numeéricos |

Implementamos el método de barrido adelante-atras de Runge
Kutta de orden cuatro en MATLAB. El algoritmo se basa en

1. Hacer una estimacion inicial de ™.

2. Usar la condicion inicial Hg(0) = HY, H;(0) = HZO V(0) =1V el
valor estimado de u™* y resolver el sistema (4.1) hacia adelante.

3. Usar la condicion de transversalidad \;(T) = 0, ¢ = 1,2,3, y
las estimaciones de u* y H(t), H;(t), V (t), para resolver \;(t),
i = 1,2, 3, hacia atras.

4. Actualizar el valor de ©™ con los nuevas estimaciones.

5. Checar el criterio de convergencia sobre u*.

El control «* es aproximado en un periodo de 30 dias utilizando
los parametros reportados en [2],[4]

Parametro| 35 | p k ts (Uil C11Cy| R
Valor 100200 /0.00009/0.02 5|5 /0.1/0.1/0.001

Para estos parametros se tiene que el umbral Ry = 3.6.
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Figura 1. Dinamica de los hepatocitos sanos sin tratamiento, con
eficacia constante del tratamiento (u =0.75) y control éptimo del
tratamiento.
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Figura 2. Dinamica de los hepatocitos infectados sin tratamiento,
con eficacia constante del tratamiento (v =0.75) y control 6ptimo
del tratamiento.
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Figura 3. Dinamica de la carga viral sin tratamiento, con eficacia
constante del tratamiento (v =0.75) y control éptimo del trata-
miento.
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Figura 4. Dinamica del control 6ptimo

‘ 7. Conclusiones I

En este cartel se propusieron estrategias optimas de tratamiento
gue minimicen no solo la infeccién, sino también los efectos se-
cundarios generados por el interferon. Consideramos el modelo
basico con tres variables, células sanas H, células infectadas
H; y la carga viral. En Neumann [4] se sugiere que la princi-
pal accion del interferon consiste en frenar la replicacion viral,
por esta razon, formulamos el problema de control optimo de tal
manera que se logren bajar los niveles de células infectadas y
carga viral, asi como minizar el costo del tratamiento y los efec-
tos secundarios de éste.

El control 6ptimo «* se simula durante un periodo de 30 dias
y los resultados numéricos se presentan en las figuras 1, 2 y
3 para Ry =3.6. Se puede observar que la eficacia 6ptima del
interferon se mantiene en v* < 1 — ¢, con ¢ =0.1, durante los
primeros 4 dias y cae a valores cercanos a 0 al quinto dia para
mantenerse asi el resto del periodo de tratamiento. Estos resul-
tados estan acordes con los presentados por Neumann [4].
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