Modelo tritrofico de especies con efecto

El propdsito de este cartel es presentar un modelo tritrofico de tiempo
continuo de una cadena alimentaria: presa, depredador y superdepredador,
que incorpora respuestas funcionales Holling tipo |l y efecto Allee aditi-
vo presentado por Supriya Mandal et al [2]. Se mostrard numéricamente
que el caos en la cadena alimentaria de tres especies puede controlarse
cuando las presas estan sujetas al efecto Allee aditivo.

Consideremos que X es el nimero de especies en el nivel mas bajo de
la cadena alimentaria (presa), Y el nimero de especies que dependen
de X (depredador) y Z el nimero de especies que se alimentan de Y
(superdepredador). El modelo de cadena alimentaria de tres especies con

efecto Allee aditivo esta dado por

dX X MX
—dT = RX (1 — ?) — Ba—|—X — 01F1<X)Y7
Y
%fﬁﬂﬂY—&Wﬂ—Dﬁ; (1)
dz
— = COyYyFy(Y)Z — Dy Z
dT 02 2< ) 244
con respuestas funcionales Holling tipo |l , donde
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R y K denotan la tasa de crecimiento intrinseca y la capacidad de carga, respectiva-
mente. C y (5 son las tasas de conversion de presa a depredador para las especies Y
y Z, respectivamente. La tasa de mortalidad de las especies Y y Z se indican con D,
y Do. Las constantes A; y B; parametrizan la respuesta funcional de saturacion. B; es

el nivel de la poblacion de presas donde la tasa de depredacion por unidad de presa es
M

B,+ X
, donde M y B, son la tasa de saturacion del efecto Allee y el tamano de la poblacion
de presas, respectivamente.

Para simplificar el modelo, usamos el cambio de variable

la mitad de su valor maximo. El término aditivo del efecto Allee es dado por
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como consecuencia tenemos que
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Derivando x en (3) y sustituyendo = del modelo (1), obtenemos que
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De manera similar, derivamos y en (3) y sustituyendo - del modelo (1) se tiene que
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Finalmente, derivando z en (3) y sustituyendo T del modelo (1) se obtiene
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En resumen, el modelo (1) con efecto Allee aditivo puede escribirse como
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Para calcular los puntos de equilibrio del modelo (4) resolvemos
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Allee aditivo.
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)Sizx =0, y=0 y z=0, entonces claramente se cumple (5). Por lo tanto,
tenemos el punto de equilibrio trivial Ey = (0,0, 0).

i)Siy=0, z=0 y x#0, para que se cumpla la ecuacién (5), solo se requiere
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dt
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Asi para x # 0, se tienen las equivalencias
(1—2)(1+bz)—m =0
bor® + (1 —by) +m —1 = 0

En conclusidn, se tiene un punto de equilibrio en el eje x, £1 = (z,0,0), donde T
es la raiz positiva de la ecuacion cuadratica

b’ + (1 —by)x + (1 —m) = 0. (6)

ii)Siz#£0, y#0 y z=0, entonces en (5) se tiene que resolver
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Factorizando y en la segunda ecuacidn se obtiene
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o equivalentemente
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despejando = obtenemos
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ahora factorizando x en la primera ecuacion tenemos
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al despejar y se obtiene
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En conclusién, tenemos el punto de equilibrio Fs = (Z, 4, 0), donde

dy (1 =2)(1+bex) — m)(1+ blfé).
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iv)Six # 0, y #0 y =z # 0, entonces para encontrar el punto de equilibrio
igualaremos a cero la tercera ecuacidn del modelo (4) teniendo que
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Si z # 0, entonces
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al despejar 1y obtenemos que

da
mo — dgbg.

*

y:

De manera similar, igualando a cero la segunda ecuacién del modelo (4) se tiene que
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Si y # 0, entonces
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despejando z tenemos que

§ mix 1 + byy*
<L = — d1
1+ bz mo

Finalmente, igualando a cero la primera ecuacién del modelo (4) obtenemos que
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Si x # 0, entonces
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despejando x se tiene que
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Asi =™ es la solucidn de la ecuacidn cubica
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En esta seccion damos los resultados tedricos cualitativos para el analisis de la estabilidad
de los puntos de equilibrio [3].

Teorema 4.1. = El punto de equilibrio Ejy = (0,0,0) es estable si m > 1.
= El punto de equilibrio axial £ = (7,0,0) es localmente asintdticamente estable si
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= El punto de equilibrio de la frontera E, = (2, 7, 0) es localmente asintéticamente es-
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= El punto de equilibrio interior F3 = (2%, y",2") es localmente asintéticamen-
te estable si 0y > 0, 03 > 0 y 0109 > 03, donde 0y = —(R; + Ry +
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Teorema 4.2. El sistema (4), sufre una bifurcacién de Hopf en torno al punto de

equilibrio de coexistencia F5 = (2™, y", z*) siempre que el valor del pardmetro critico
* * * * * * * * % .

a = (m,my,ma, by, b1, be,dy,do) = o™ = (m*, mj, m3, b, b}, b5, d],d5) contenido en

el siguiente dominio

FHB = {Oé* c R8+ . 0'1(04*)0'2(04*) — O'3<Oé*) = 0, con g9 > O, O"3 — ((5'10'2 + 0'1(5'2 7é O} .

En esta seccion haremos una simulacién numérica empleando el software de Mathema-
tica. Los parametros utilizados en la simulacion cumplen las condiciones dados en los
teoremas (4.1) y (4.2) para la estabilidad del punto de equilibrio F5 = (2%, 4", 2") y la
bifurcacion de Hopf.

11.428 |

Figura 1: Estabilidad del sistema (4) tomando el conjunto de parametros dy =
1 1
0-86, do=——, bo =2, 01 =3, b,=2"38, = —, =95 = 0-601.
» @27 750 2 ; U1 ; my 10 mi ym

En el modelo 4 se puede determinar la existencia de las tres especies mediante un punto
de equilibrio de coexistencia y ademas el modelo presenta una bifurcaciéon de Hopf su-
percritica mediante el pardmetro de bifurcacidn d;, al obtener drbitas periddicas estables
alrededor del punto de equilibrio esto nos garantiza la coexistencia de las tres especies,
es decir, la existencia de presas, depredador y superdepredador en un mismo entorno.
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