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Introducción

El virus sincitial respiratorio (RSV) (un virus de ARN mo-
nocatenario) es un virus respiratorio común que causa en-
fermedades como infecciones de v́ıas respiratorias, pulmo-
nes y óıdo medio. Esta enfermedad es muy contagiosa y se
ha reconocido como una de las principales causas de infec-
ciones agudas de las v́ıas respiratorias inferiores en todo el
mundo.
En este cartel se presenta un análisis cualitativo de un mo-
delo para la transmisión del VSR en una población humana
constante en la que existen individuos infectados super-
propagadores (que infectan a muchas personas durante un
solo encuentro). Se toma como base el modelo epidémi-
co SIR (susceptible-infectado-recuperado) agregándole un
compartimento formado por individuos expuestos E, aśı co-
mo dos clases de individuos infectados Ir e Is para crear el
modelo SEIrIsR, para describir la dinámica de transmisión
de esta enfermedad.

Presentación del Modelo

Se propone un modelo dividido en 5 clases: Susceptibles
(S), Expuestos (E ), Infecciosos regualres (Ir), infeccioso
superpropagadores (Is) y Recuperados (R).
El modelo se representa mediante el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias.

dS(t)

dt
=bN − βS(t)I (t)− µS(t)

dE (t)

dt
=βS(t)I (t)−

(
1

η

)
pE (t)−

(
1

η

)
(1− p)E (t)− µE (t)

dIr(t)

dt
=

(
1

η

)
pE (t)− r1Ir(t)− µIr(t)

dIs(t)

dt
=

(
1

η

)
(1− p)E (t)− r2Is(t)− µIs(t)

dR(t)

dt
=r1Ir(t) + r2Is(t)− µR(t)

(1)

Con las premisas siguientes:
b es la tasa de natalidad de la población.
N es el tamaño de la población de estudio.
µ es la tasa de mortalidad de la población.
β es la tasa de transmisión del virus entre humanos.
η es el tiempo de incubación del virus.
p es la probabilidad de que un nuevo caso sea un infeccioso regular
(1− p) es la probabilidad de que un nuevo caso sea infeccioso super-
propagador.
r1 es la tasa de recuperación de infectados normales.
r2 es la tasa de recuperación de infectados con superpropagación.

puntos de equilibrio

Para obetener los punto de equilibrio del modelo (1), se resuelve el
sistema no lineal
dS(t)

dt
= 0,

dE (t)

dt
= 0,

dIr(t)

dt
= 0,

dIs(t)

dt
= 0,

dR(t)

dt
= 0.

Claramente se tiene el equilibrio libre de la enfermedad

ζ∗1 = (
bN

η
, 0, 0, 0, 0) ∈ ψ (2)

Si ahora se supone S 6= 0, E 6= 0, Is 6= 0, Ir 6= 0, y R 6= 0,
al hacer manipulaciones algebraicas se obtiene el punto de equilibrio
endémico ζ∗2 = (S∗(t),E ∗(t), I ∗r (t), I ∗s (t),R∗(t)) ∈ ψ,
donde:

S∗(t) = (1 + µη)AC ,

E ∗(t) = η(−µCA + B),

I ∗r (t) =
p(−B + µAC )

R1 + µ
,

I ∗s (t) =
B(−1 + p)(−1 + µAC )

R2 + µ
,

R∗(t) =
(−B + µAC )(−(−1 + p)r2µ + r1(r2 + pµ))

µC
,

(3)

con

A =
1

β(r1 − pr1 + pr2 + µ)
,B =

bN

1 + η
y C = (r1 + µ)(r2 + µ)

Número Reproductivo Básico

Para calcular el número reproductivo básico R0, se hara uso de la ma-
triz de próxima generacion, dada en Van den Driessche. Para esto, el
modelo (1) se representa como

x ′ = F(x , y)− V(x , y),

donde, F(x) es la matriz de nuevos infecciosos y V(x) es la matriz de
transferencias entre los compartimentos en las ecuaciones infecciosas.
Haciendo esto, se tiene;

F(x) =


0

βS(t)− I (t)
0
0
0

 (4)

y

V(x) =



−bN + βS(t)I (t) + µS(t)

(
1

η
)pE (t) + (

1

η
)(1− p)E (t) + µE (t)

−(
1

η
)pE (t) + r1Ir(t) + µIr(t)

−(
1

η
)E (t) + (

1

η
)pE (t) + r2Is(t) + µIs

−r1Ir(t)− r2Is(t) + µR(t)


(5)

Ahora evaluamos el jacobiano de F (x) y V (x) en el primer punto de
equilibrio

ζ∗1 = (
b

µ
, 0, 0, 0, 0) (6)

Definimos R0 como el umbral para la estabilidad del equilibrio libre de
enfermedad el cual tendrá la forma matricial R0 = ρ(FV−1)
donde ρ se define como el radio espectral de la matriz de próxima
generación FV−1.
Para el modelo (1), se tiene que

V(ξ1)−1 =



1
βI+µ

βs[r1(p−1)−r2p−µ]
(r1+µ)(βI+η)(r2+µ)(µη+1)

−βS(t)
(r1+µ)(βI+µ)

−βS(t)
(r2+µ)(βI+µ) 0

0 η
µη+1 0 0 0

0 p
(r1+µ)(µη)

1

r1 + µ
0 0

0 1−p
(r2+µ)(µη+1) 0

1

(r2 + µ)
0

0 −r1(r2+µp)+r2µ(p−1)
µ(r1+µ)(r2+µ)(µη+1)

r1
µ(r1+µ)

−r2
µ(r2+µ)

1
µ


(7)

y

R0 = ρ(FV
−1) =

bβ(r1 − pr1 + pr2 + µ)

µ(r1 + µ)(r2 + µ)(1 + µη)
(8)

Estabilidad local

Para estudiar la estabilidad local de los puntos de equilibrio se hace
uso de la teoŕıa de Hartman Grotman.
El conjunto de ineres biológico del modelo (1) esta dado por

ψ =

{
(S
′
(t),E

′
(t), I

′

r(t), I
′

s(t),R
′
(t)) ∈ R5

+ : N ≤ b

µ

}
,

el cual es positivamente invariante para el sistema.
Estabilidad del equilibrio trivial ζ∗1
La matŕız jacobiana del sistema (1) evaluada en ζ∗1 esta dada por

Jζ∗1 =


−µ 0 −β(bµ) −β(bµ) 0

0 (−1
η)− µ β(bµ) β(bµ) 0

0 (1
η)p (−r1 − µ) 0 0

0 (1
η)(1− p) 0 (−r2 − µ) 0

0 0 r1 r2 −µ

 (9)

El polinomio caracteŕıstico de ζ∗1 esta dado por .

det|Jζ∗1 − λI | =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−µ− λ 0 −β(bµ) −β(bµ) 0

0 (−1
η)− µ− λ β(bµ) β(bµ) 0

0 (pη) −r1 − µ− λ 0 0

0 (1−pη ) 0 −r2 − µ− λ 0

0 0 r1 r2 −µ− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (λ + µ)2(λ3 + a1λ

2 + a2λ + a3).

donde

a1 =
ηµr1 + ηµr2 + 3µ2η + µ

ηµ
,

a2 =
1

ηµ
(µ(η(2µ(r1 + r2) + 3µ2 + r1r2) + r1 + r2 + 2µ)− βb),

a3 =
1

µη
(βb(r1 + µ− pr1 + pr2)− µ(1 + ηµ)(r1 + µ)(r2 + µ)),

Bajo el supuesto b > m y que R0 < 1, se cumple

a1 > 0, a3 > 0, a1a2 > a3.

De acuerdo al criterio de Routh-Hurwitz se concluye que ζ∗1 es local asintóticamente

estable.

Estabilidad del Equilibrio Endemico ζ∗1
El polinomio caracteŕıstico de ζ∗2 esta dado por

(−µ− λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−β(Ir + Is)− µ− λ 0 −βs −βs

β(Ir + Is) (−1
η)− µ− λ 0 0

0 (pη) −r1 − µ− λ 0

0 (1−pη ) 0 −r2 − µ− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (λ + µ)(λ4 + c1λ

3 + c2λ
2 + c3λ + c4),

donde

c1 = β(Ir + Is) + r1 + r2 + 4µ +
1

η

c2 = (β(Ir + Is + µ)(
1

η
+ r1r2 + 3µ)(

r1
η

+
2µ

η
+

r2
η

+ 2µ(r1 + r2) + r1r2 + 3µ2)

c3 = (β(Ir + Is + µ)(
r1
η

+
2µ

η
+ 2r1µ + 2r2µ + r1r2 + 3µ2) + ((

1

η
+ µ)(r1 + µ)(r2 + µ)) +

β2s

η
(Ir + Is)

c4 = β(Ir + Is)(
βspr2
η

+
βsµ

η
+
βsr1
η

(1− p)) + β(Ir + Is)(
1

η
+ µ)(r1 + µ)(r2 + µ)

Para R0 ≥ 1 se puede probar que se cumplen las siguientes condiciones:

c1 > 0, c3 > 0, c4 > 0, c1c2c3 > c23 + c21c4.

De nuevo por el criterio de Routh-Hurwitz se concluye que ζ∗2 es local asintóticamente estable.

Simulaciones Númericas

En esta sección se presentan resultados numéricos para dar sustento a los resultados teoricos dados
en la sección anterior.
Para ilustrar la estabilidad local del equlibrio trivial ζ∗1 se usa el juego de parámetros b = 0,01746, β =
0,1, µ = 0,01746, η = 0,1, p = 0,01, r1 = 0,01, r2 = 0,1, en este caso R0 = 0,87777 y la simulaciónes
se presentan en la figura a) y b).

(a) R0 = 0,8777 (b) R0 = 0,8777

(c) R0 = 19,1767 (d) R0 = 19,1767

En el caso de la estabilidad local del equlibrio endemico ζ∗2 se usa el juego de paráme-
tros b = 0,01746, β = 0,99, µ = 0,01746, η = 0,9, p = 0,4, r1 = 0,01, r2 =
0,1, en este caso R0 = 19,1767 y la simulaciónes se presentan en la figura c) y d).

Conclusión

Se presento un modelo matemático para la transmisión del virus respiratorio sincitial (VRS) cuan-
do hay superpropagadores (individuos infectados que pueden infectar a muchas personas du-
rante un contacto) presentes. se tomo como bas el modelo SEIR, convirtiéndolo en un mode-
lo SEIr IsR . Se realiza un análisis de la estabilidad local de los puntos de equilibrio. El núme-
ro reproductivo básico se obtuvo mediante el uso del radio espectral de la matriz de próxi-
ma generación. En las figuras a) y b) se muestra que i R0 < 1, entonces el estado de equi-
librio libre de enfermedad es globalmente asintóticamente estable, miesntras que si R0 > 1,
entonces hay un estado de equilibrio endémico único, que es localmente asintóticamente es-
table en el interior de la región factible y la enfermedad está presente (ver figura c) y d)).
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