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Carta de Bienvenida

La Sociedad Mexicana de Computaciéon Cientifica y sus Aplicaciones, A.C. (SMCCA) y el Comité Edito-
rial, les damos una cordial bienvenida a la décima edicion del Boletin electréonico anual de la SMCCA, el cual
tiene como objetivo mantenerlos informados de las actividades realizadas por la SMCCA y sus asociados. En
el Boletin se publican noticias, eventos, articulos de divulgaciéon, de docencia y de investigaciéon de alto nivel
en el area de las Matemaéticas Aplicadas y Computo Cientifico, asi como resumenes de las mejores tesis de
Licenciatura en Matemaéticas Aplicadas.

En esta décima edicién del boletin se presentan: una breve semblanza de la XXXII Escuela Nacional de
Optimizaciéon y Anélisis Numérico, llevada a cabo en conjunto con la Facultad de Ciencias Exactas de la
Universidad Juarez del Estado de Durango, en modalidad hibrida del 24 al 28 de junio del presente ano, en
la Ciudad de Durango, Dgo.; e incluye siete articulos de investigacion, cinco de ellos por solicitud y los otros
dos corresponden a la tesis ganadora y mencion honorifica de la vigésima segunda ediciéon del premio Mixbaal.

La SMCCA agradecera que ante el interés que surja en los lectores en los temas que se presenten en nues-
tra publicacién, éstos se conviertan en usuarios asiduos, asi como en miembros activos de nuestra Sociedad.
La informacién del registro de membresias a la SMCCA la pueden consultar en el Modulo de Registro de
nuestra pagina www.smcca.org.mx.

Jonathan Montalvo Urquizo
Presidente
Sociedad Mexicana de Computacion Cientifica y sus Aplicaciones, A.C.
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Resena de la XXXII Escuela Nacional de Op-
timizacién y Analisis Numeérico

Justino Alavez Ramirez,

Rina Betzabeth Ojeda Castaneda,
Armando Mata Romero,

Enrique Vargas Betancourt

Del 24 al 28 de junio de 2024 se celebr6é con gran éxito la XXXII edicién de la Escuela Nacional de
Optimizacion y Anéalisis Numérico (ENOAN 2024). Se realizé conjuntamente con la Facultad de Ciencias
Exactas (FCE) de la Universidad Juarez del Estado de Durango (UJED), en modalidad hibrida en la Ciudad
de Durango, Dgo.

El comité organizador estuvo constituido por el Comité Local formado por profesores-investigadores, ad-
ministradores y técnicos de la FCE de la Universidad Juarez del Estado de Durango, y el Comité Nacional
conformado por profesores-investigadores miembros en activo de la Sociedad Mexicana de Computaciéon Cien-
tifica y sus Aplicaciones (SMCCA).

Como en anteriores ediciones, las actividades académicas realizadas en esta ENOAN 2024 compren-
dieron: 9 cursos cortos, 6 conferencias plenarias y 22 conferencias invitadas a cargo de reconocidos inves-
tigadores tanto nacionales como internacionales, 13 trabajos de investigacién en formato de cartel y 18
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en formato de comunicacion oral agrupados en 4 sesiones teméticas; adicionalmente se tuvieron tres se-
siones especiales: la sesion del “V Mini-Simposium de Medicina y Matemaéticas (Cancer, Corazén, Obe-
sidad y Diabetes)”, la sesion de “Modelos Matematicos en el Sector Forestal” y la sesion del “III Foro
Conjunto de Sociedades Cientificas (SMM, SMCCA, MEX-STAM, AME y SMIO)”. Al ser un evento hi-
brido, todas las actividades tanto presenciales como virtuales se trasmitieron en linea via Zoom y por
https://www.facebook.com/Facultad.de.ciencias.exactas.ujed, salvo la exposicion de los carteles que se reali-
z6 en modalidad presencial. Las actividades virtuales también se proyectaron en la sala para los participantes
presenciales.

En cuanto a los 9 cursos cortos, estos fueron de diferentes niveles: basico, intermedio y avanzado, y fue-
ron impartidos por profesores-investigadores, de diferentes Instituciones de Educacién Superior y Centros
de Investigacion del Pais. Se ofrecieron para alumnos de licenciatura y posgrado, asi como a profesores y
profesionales interesados, de distintas instituciones educativas del pais y del extranjero, y con topicos especi-
ficos, los cuales generalmente no son abordados con regularidad en sus instituciones. EI nombre de los cursos
impartidos, asi como la asistencia promedio en cada uno de ellos se presenta en la tabla 0.1.

CURSOS NIVEL BASICO: ASISTENCIA PROMEDIO
Resolucion en Scilab de sistemas de ecuaciones diferenciales
conectando circuitos. 15

M.C.N. Fidel Esteban Flores Ocampo, UJED.

Observando matematicas a través de la impresion 3D.
M.C. Jests Eduardo Mata Cano, FCE-UJED.

Desarrollo de modelos de crecimiento forestal.

Dr. José Javier Corral Rivas, FCF-UJED.

CURSOS NIVEL INTERMEDIO: ASISTENCIA PROMEDIO

Algoritmos en redes de sensores para la prevencién de
desastres naturales.

Dr. Joel Antonio Trejo Sanchez, CIMAT Unidad Mérida,
Investigador por México, CONAHCYT.

An introduction to Machine and Deep Learnings with
applications. Parte 1. 32
Prof. Biswa Nath Datta, IEEE Fellow, Northern Illinois University.
Algoritmos de Cémputo Evolutivo aplicados a la resolucién
de rompecabezas de logica.

21

14

14

Dr. Jonas Velasco Alvarez, CIMAT-Unidad Aguascalientes, 31

Investigador por México, CONAHCYT.

CURSOS NIVEL AVANZADO: ASISTENCIA PROMEDIO
Resolviendo Laberintos con Ecuaciones Diferenciales

Parciales.

Dr. Reymundo Ariel Itza Balam, CIMAT Unidad Mérida, 99

Investigador por México, CONAHCYT.

Dr. Miguel Angel Uh Zapata, CIMAT Unidad Meérida,

Investigador por México, CONAHCYT.

An introduction to Machine and Deep Learnings with

applications. Parte II. 21
Prof. Biswa Nath Datta, IEEE Fellow, Northern Illinois University.
Analisis del estado de la vegetaciéon usando imagenes
satelitales e informacién geoespacial.

Dr. Jonathan Montalvo Urquizo, Tecnologico de Monterrey.

Tabla 0.1: Cursos impartidos en la XXXII ENOAN.

21

En cuanto a las 6 conferencias plenarias, la conferencia inaugural “Diego Bricio”, estuvo a cargo del reco-
nocido Profesor-Investigador, el Dr. José Carlos Goémez Larranaga, Director de la Unidad Mérida del CIMAT,
la conferencia “Catedra Humberto Madrid” estuvo a cargo del reconocido Profesor-Investigador, el Dr. Carlos



Boletin de la Sociedad Mexicana de Computacién Cientifica y sus Aplicaciones 4

Armando Cuevas Vallejo, del Departamento de Matemética Educativa del CINVESTAV, y las cuatro confe-
rencias restantes estuvieron a cargo de los reconocidos profesores investigadores: el Prof. Biswa Nath Datta
del IEEE Fellow, Northern Illinois University, la Dra. Maria Isabel Asensio Sevilla del Departamento de
Matematica de la Universidad de Salamanca, el Dr. Higmar Herrera Hernédndez de Fisica médica del Centro
Estatal de Cancerologia de Durango, y el Dr. Gilberto Calvillo Vives de la Unidad Cuernavaca del Instituto
de Matematicas de la UNAM. El titulo y resumen de las conferencias se puede consultar en la pagina de la
sociedad en la liga http://www.smcca.org.mx/Productos_y_Resultados_2024.

La presentacion de trabajos en forma de cartel se realizo a través de la exposicion de 13 carteles, en mo-
dalidad presencial, sometidos y aprobados por la comisién de evaluacion de trabajos. Actualmente se puede
acceder a todos ellos en http://www.smcca.org.mx/Productos_y_Resultados_2024. La presentacion de los
18 trabajos en forma de comunicacion oral, agrupados en 4 sesiones tematicas, se llevd a cabo en modalidad
hibrida y transmitidas a través de las aulas virtuales de la plataforma Zoom. Los titulos y restiimenes de
los trabajos, asi como la informacién de los ponentes y la grabacion de la ponencias se pueden consultar en
http://www.smcca.org.mx/Productos_y_Resultados_2024.

Las conferencias invitadas de la Escuela, estuvieron a cargo de la Dra. Maria Aracelia Alcorta Garcia
de la Facultad de Ciencias Fisico Matematicas de la Universidad Autéonoma de Nuevo Ledn, el Dr. Gerardo
Maximiliano Méndez del Departamento de Ingenieria Eléctrica y Electronica del Instituto Tecnologico de
Nuevo Leon-TecNM, y el Dr. Benito Chen Charpentier del Departamento de Matemaéticas, University of
Texas at Arlington. El titulo y resumen de las conferencias asi como las grabaciones de las mismas se puede
consultar en la pagina de la sociedad en http://www.smcca.org.mx/Productos_y_Resultados_2024.

En cuanto a la sesiéon especial “V Mini-Simposium de Medicina y Matematicas”, coordinada por el Dr.
Gilberto Calvillo Vives y el Dr. Jestus Lopez Estrada, se cont6 con la participacion de la Dra. Adriana Monroy
Guzman, investigadora del Hospital General de México - Facultad de Medicina de la UNAM, la Dra. Graciela
Maria de los Dolores Gonzalez Farias, investigadora del CIMAT Monterrey, el Dr. Humberto Arce Rincon y
la QFB. Araceli Torres Pérez, investigadores de la Facultad de Ciencias de la UNAM, el Dr. Roberto Alonso
Saenz Casas, investigador de la Facultad de Ciencias de la Universidad de Colima, el Dr. Isaac Martinez
Velis, investigador de Fisica médica del Centro Estatal de Cancerologia de Durango, el Dr. Ricardo Strausz
Santiago, investigador del Instituto de Matematicas de la UNAM, y la conferencia plenaria del Dr. Higmar
Herrera Hernandez de Fisica médica del Centro Estatal de Cancerologia de Durango. El programa de esta
sesion se puede consultar en http://www.smcca.org.mx/Productos_y_Resultados_2024.

En la sesion especial de “Modelos Matematicos en el Sector Forestal”, coordinada por el Dr. Enrique
Vargas Betancourt y M.C.N. Fidel Esteban Flores Ocampo de la UJED, se cont6 con la participacién de
el Dr. Santiago Solis Gonzalez del Instituto Tecnologico del Salto Pueblo Nuevo Durango, el Dr. Pablito
Marcelo Lopez Serrano de la Facultad de Ciencias Forestales y Ambientales de la Universidad Juarez del
Estado de Durango, el Dr. Francisco Javier Herndndez del Instituto Tecnologico del Salto Pueblo Nuevo
Durango, el Dr. Francisco Cruz Cobos del Instituto Tecnologico del Salto Pueblo Nuevo Durango, el Dr.
Geronimo Quinonez-Barraza del Campo Experimental Valle del Guadiana, Instituto Nacional de Investiga-
ciones Forestales, Agricolas y Pecuarias (INIFAP), el Dr. José¢ Javier Corral Rivas de la Facultad de Ciencias
Forestales y Ambientales de la Universidad Juarez del Estado de Durango, y la conferencia plenaria de la
Dra. Maria Isabel Asensio Sevilla del Departamento de Matematica de la Universidad de Salamanca. Los
titulos y resimenes de las conferencias asi como las grabaciones de las mismas se pueden consultar en la
péagina http://www.smcca.org.mx/Productos_y_Resultados_2024.

En la sesion especial de “III Foro Conjunto de Sociedades (SMCCA, SMM, SMIO, AME, MEX-SIAM)”,
coordinada por el Dr. Justino Alavez Ramirez y la Dra. Rina Betzabeth Ojeda Castafieda de la SMCCA,
se cont con la participacion de conferencistas de cinco sociedades: el Dr. Placido Salomén Alvarez Lopez
de la Sociedad Mateméatica Mexicana, el Dr. Francisco Javier Dominguez Mota de la Sociedad Mexicana
de Investigacion de Operaciones, el Dr. Gerardo Hernandez Duenas de STAM Seccién México, la Dra. Addy
Margarita Bolivar Cimé de la Asociacion Mexicana de Estadistica, y la conferencia plenaria de el Dr. Gilberto
Calvillo Vives de la SMCCA. Los titulos y resimenes de las conferencias asi como las grabaciones de las
mismas se pueden consultar en la pagina http://www.smcca.org.mx/Productos_y_Resultados_2024.
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Ganadores del vigésimo primer Premio Mixbaal

Desde 2002, dentro del marco de la ENOAN, se instituy6 el “Premio Mixbaal a la Mejor Tesis de Licencia~
tura en Matematicas Aplicadas”, cuya convocatoria esté dirigida a los egresados de carreras de matematicas
y areas afines. Los ganadores de la vigésima segunda edicion de este premio, evaluado en la ENOAN 2024,
son los siguientes:

Ganador del premio Mixbaal

= Omar Martinez Rosas
Licenciatura de Modelacion Matematica
Universidad Autonoma de la Ciudad México

= Trabajo: Conectividad y robustez de la red aeroportuaria de la Republica Mexicana mediante teoria
de redes complejas.

s Director: Dr. Luis Agustin Olivares Quiroz.

Mencién Honorifica

= Maria Guadalupe Vazquez Pena
Licenciatura en Matematicas Aplicadas
Benemérita Universidad Autéonoma de Puebla

» Trabajo: Modelacion, analisis y estimacion bayesiana de la dinamica hospederovector con recaidas en
la enfermedad de chikungunya.

» Director: M.C. Cruz Vargas de Leén y Dr. Jorge Velazquez Castro.

Los ganadores expusieron su trabajo en la ENOAN 2024 como ponentes invitados.

Concurso de Carteles

Continuando con la tradicion de las anteriores ediciones de la ENOAN,; se realizo el concurso de carteles,
en el cual una vez que los participantes exponen ante el jurado y el piiblico su trabajo, el jurado lleva a cabo
una evaluacion para decidir la premiacion. Los participantes expusieron su cartel ante el jurado y el publico
en forma oral. El jurado, integrado por el Dr. Justino Alavez Ramirez (Coordinador), la Dra. Marfa del Pilar
Alonso Reyes, la Dra. Marfa Luisa Sandoval Solis, el Dr. Saul Nevarez Nieto y el Dr. Jonathan Montalvo
Urquizo, analizo la exposicion de los participantes y con base en la Convocatoria emitida para tal fin y bajo
los Criterios de Evaluacion: Calidad Cientifica, Impacto Visual, Creatividad y Originalidad, los Miembros
del Jurado revisaron reservada y libremente la totalidad de los carteles presentados, dictaminando lo siguiente:
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Mejor Cartel Nivel Licenciatura

Titulo Autor(es)-Instituciéon
Nuameros pseudoaleatorios generados por el mapeo Sara Apolinar Crisanto
logistico modificado y su aplicacion en la encriptacion  Universidad Auténoma de la Ciudad de
de imégenes. México
Estimacion de tasas de infeccién por COVID-19. Sarai Martinez Méndez

Iojany Abigail Valle Queb
Wendy Hernandez Flores
Universidad Judrez Auténoma de Tabasco

Mejor Cartel Nivel Maestria

Titulo Autor(es)-Institucion
Solucién numérica de la interaccion de 2 especies con  Sail David Candelero Jiménez
difusion. Jorge Lopez Lopez

Universidad Judrez Auténoma de Tabasco

Mencién Honorifica Nivel Licenciatura

Titulo Autor(es)-Institucién
7 en la modelacién matematica: desde circulos hasta Maria Fernanda Dominguez Cerda
series infinitas. Enrique Cruz Martinez

Felipe Alfaro Aguilar
Universidad Autéonoma de la Ciudad de

Meézico
Solucién numérica de un problema de Laplace en el Andry Alexander Peregrino Rodriguez
contexto de electroencefalografia. Jorge Lopez Lopez

Univerisdad Judrez Auténoma de Tabasco

Cobertura de las actividades

De acuerdo al registro oficial del Certificado de Inscripcion a la ENOAN 2024, se cont6 con la asistencia
de 119 personas, de las cuales 42 (35%) pertenecian al género femenino y 77 (65 %) al género masculino,
éstos resultados se muestran en la grafica 0.1.

Asistentes por Género

80
70
60
50
40
30
20

H Total

femenino masculino

Figura 0.1: Grafica de nimero de asistentes por género a la XXXII ENOAN.

Los intervalos de edades que se establecieron en la cédula de registro fueron de los 18 anos a mas de
64 anos, que eran las edades probables de la audiencia para este tipo de evento (jovenes, adultos y adultos
mayores), y los resultados que se obtuvieron con respecto a la edad se presentan en la tabla 0.2 y figura 0.2.
Se puede observar en la tabla 0.2 que el mayor numero de asistentes se dieron en el rango de 18 a 24 afos
que fueron 44 (37 %), seguido por el rango de 35 a 44 anos que fueron 21 (18 %), estando el menor nimero
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de asistentes en las edades adultas de 55 a més de 64 afios con 10 (8 %). Es importante resaltar que hubo
una alta participacion de los jovenes que desde sus primeros semestres de la licenciatura estén decidiendo
participar en la ENOAN.

Intervalos de edades Numero de asistentes Porcentaje de asistentes

18 a 24 44 37 %
25 a 34 17 14 %
35 a 44 21 18 %
45 a 54 12 10 %
55 a 64 10 8%
> 64 15 13%
Total 119 100 %

Tabla 0.2: Numero y porcentaje de asistentes al evento por intervalo de edades.

Asistentes por grupo de edad

50
40

30

H Total
20
0

18a24 25a34 35a44 45a54 55a64
Figura 0.2: Gréfica de intervalos de edades de los participantes.

En la tabla 0.3 y figura 0.3 se muestran las frecuencias cruzadas edad-género, que permite ver la relacion
existente entre estas dos variables. Tanto la tabla como la grafica muestran que en todos los rangos de edad
de los 18 a los 64 anos y més, se tuvo un mayor porcentaje de asistencia de hombres que de mujeres, habiendo
una diferencia menor de participacion entre los géneros en los intervalos de edades de 25 a 34, 45 a 54 y mas
de 64.

Intervalos de Edades

Género 18-24 25-34 35-44 45-54 55-64 Mas de 64 Total
Femenino 25 3 4 3 5 2 42
Porcentaje 21.0% 2.5% 3.4% 2.5% 4.2% 1.7% 35.3%
Masculino 19 14 17 9 5 13 s
Porcentaje 16.0% 11.8% 14.3% 7.5% 4.2% 10.9% 64.7%
Total 44 17 21 12 10 15 119

Porcentaje 37.0% 14.3% 17.7% 10.0% 8.4% 12.6 % 100 %

Tabla 0.3: Frecuencia cruzada Edad-Género de los asistentes.

A continuacion se muestra en la tabla 0.4 y figura 0.4, los porcentajes de asistentes en cada una de las dos
modalidades (presencial y virtual) y en la tabla 0.5 y figura 0.5 se presenta una grafica cruzada de porcentaje
de asistentes que muestra la relacién entre el género y la modalidad seleccionada.

Como se puede visualizar tanto en la tabla 0.4 como en la grafica 0.4, que en esta edicién de la ENOAN
2024, hubo una mayor participaciéon en modalidad presencial 97 (82 %) que en la virtual que fueron 22 (18 %).
Tanto la tabla 0.5 como la grafica 0.5 muestran que en ambos géneros, femenino y masculino, se prefiri la
participaciéon en la modalidad presencial.
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Edad - Género
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Figura 0.3: Grafica relacion entre Género y Edad por intervalo de edades. Series 1 = Femenino y Series 2 =
Masculino.

Modalidad Numero Porcentaje

Presencial 97 82 %
Virtual 22 18 %
Total 119 100 %

Tabla 0.4: Numero y porcentaje de asistentes en cada modalidad.

Modalidad de los asistentes

100

H Total
50

Presencial Virtual

Figura 0.4: Grafica de la seleccion de modalidad de los asistentes.

Modalidad

Genero Presencial Virtual Total
Femenino 37 5 42
Porcentaje 31% 4% 35%
Masculino 60 17 s
Porcentaje 51% 14 % 65 %
Total 97 22 119
Porcentaje 82 % 18% 100 %

Tabla 0.5: Frecuencia cruzada Género-Modalidad de los asistentes.

Se obtuvieron otros estadisticos relacionados con caracteristicas de los asistentes como: pais y estado de
nacimiento, pertenencia a algin grupo étnico, entre otros. La informacion completa de las estadisticas de la
asistencia se puede consultar en
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Género - Modalidad

. .
M Series1 M Series2

Figura 0.5: Grafica cruzada Género-Modalidad de los asistentes al evento. Series 1 = Femenino y Series 2 =
Masculino.

https://www.smcca.org.mx/Bolet)C3/%ADnes/Estadisticas-Asistencia-ENOAN-2024.pdf

Consideraciones finales

Por ultimo es de gran importancia senalar que el gran esfuerzo de trabajo realizado tanto por el Comité
Local (Facultad de Ciencias Exactas de la Universidad Juérez del Estado de Durango) como el Comité Na-
cional (aglutinados dentro de la SMCCA) en la organizacion, y contando con el importante apoyo financiero
de Instituciones, Dependencias y Centros de Investigacion como: CONAHCYT, la Sociedad Mexicana de
Computacion Cientifica y sus Aplicaciones, A.C., la Facultad de Ciencias Exactas de la Universidad Juarez
del Estado de Durango, la Facultad de Ciencias de la UNAM, la Universidad Auténoma Metropolitana
Unidad Iztapalapa, la Universidad Juarez Autonoma de Tabasco, la STAM Seccion México (MexSIAM), la
Sociedad Matematica Mexicana (SMM), la Sociedad Mexicana de Investigacion de Operaciones (SMIO) y la
Sociedad Mexicana de Estadistica (AME), entre otras; permiti6é obtener un conjunto de resultados a beneficio
de una comunidad cientifica conformada por alumnos, profesores, investigadores y profesionales interesados
en la Computacion Cientifica y las Matematicas Aplicadas, que incidieron en indicadores de impacto como
los que se presentan en la tabla 0.6.

Finalmente, se muestran en la figura 0.6 algunas imégenes de las actividades desarrolladas por los parti-
cipantes de la ENOAN 2024.
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Indicador Cantidad
Total de asistentes registrados: 119
Programas Académicos beneficiados por el evento: 38
Cuerpos Académicos o Grupos de Investigacion beneficiados: 15
Cursos cortos impartidos: 9
Conferencias (Diego Bricio, Humberto Madrid, Plenarias e Invitadas): 28
Ponencias por solicitud presentadas: 18
Carteles expuestos: 13
Estudiantes beneficiados: 60
Investigadores y Docentes beneficiados: 59
Mujeres beneficiadas: 42
Hombres beneficiados: 77
Numero de Instituciones Nacionales participantes: 38
Numero de Instituciones Internacionales participantes: 5
Integrantes del Comité Nacional: 14
Integrantes del Comité Local: 7
Personal de Apoyo Sede (alumnos, técnicos audiovisuales y administrativos): 18
Auditorio para inauguracion, conferencias plenarias e invitadas: 1

Salas de computo equipados con cafién proyector para cursos: 4
Salones equipados con canén proyector y pizarrén para ponencias: 2
Mamparas para carteles: 7
Licencias de uso de aulas virtuales de la plataforma ZOOM: 3

Tabla 0.6: Indicadores de impacto.
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Figura 0.6: Algunas imagenes de las actividades de la ENOAN 2024.
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Resumen

Uno de los problemas fundamentales en los procesos de manufactura de piezas de tur-
bomaquinas consiste en dotar a las mismas de un sistema de coordenadas adecuado.
En otras palabras, en dotarlas de un mallado adecuado. Dentro de los procesos de gene-
racién de mallas y las consiguientes geometrias para élabes existen aquellos que usan
funciones relacionadas con la dinamica de las lineas de corriente del fluido, y otros,
mas practicos, que se basan en la parametrizacion a partir de las coordenadas “natu-
rales” sobre la superficie del elemento. El presente trabajo muestra la implementacion
de polinomios de Bernstein para parametrizar la geometria del alabe de una turbina
Francis 99 a través de un problema adecuado de minimos cuadrados. La metodologia
utilizada es versatil y puede emplearse en alabes de diversas geometrias que se usan
con frecuencia en el diseno de turboméaquinas.

Palabras clave: Polinomios de Bernstein, Parametrizaciéon, Turbina Francis

1 Introduccién

En la teoria de variable compleja existen técnicas que nos permiten diseniar secciones
de 4labes con formas relativamente complicadas empleando mapeos conformes |2, 12, 23],
pero estos tienen un costo computacional elevado debido al gran nimero de parametros
que se necesitan determinar para generar una geometria 1til para un control numérico, por
lo que en la practica es necesario recurrir a metodologias més simples como la parametri-
zacion empleando polinomios, reduciendo asi el nimero de coeficientes a determinar. Los

* . . .
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métodos de parametrizaciéon de dlabes pueden clasificarse en dos principales grupos: apro-
ximacion por secciones y parches sobre superficies. Para ambas metodologias, la clave de su
implementacion eficiente consiste en reducir el nimero de parametros para representar geo-
metrias complejas con el menor costo computacional, lo cual ha llevado al desarrollo y uso
de un gran nimero de técnicas en busca de parametrizaciones optimas |2, 7, 8, 10, 13]. Por
su parte, los alabes de turbinas Francis son formas complejas que dificilmente pueden ser
reconstruidas geométricamente a partir de una sola funcion. Algunas de las investigaciones
recientes incluyen el uso de métodos de optimizacién para el diseno de 4labes de compreso-
res y turbinas, ademés del desarrollo de perfiles aerodinamicos [3, 4, 5, 14, 15, 19, 22|. Una
opcidn versatil e intuitiva para realizar la representacion numérica de un alabe es el uso de
Polinomios de Bernstein [20]. Estos pueden utilizarse con la idea de realizar ajustes sufi-
cientemente precisos en un intervalo cerrado de las curvas continuas que representan lineas
de corriente. Originalmente fueron propuestos por Bernstein en 1912, y fueron empleados
en relativamente pocas aplicaciones debido a limitaciones de las capacidades de computo en
ese momento |11, 21]. Actualmente, su versatilidad ha permitido aplicarlos en areas como
el calculo, anélisis de elementos finitos, control de sistemas dindmicos, modelado y opti-
mizacion de geometrias complejas, ete. [9, 20, 11, 24, 16, 6]. El presente trabajo muestra
una implementacién de los polinomios de Bernstein para realizar un ajuste numérico de un
alabe de una turbina Francis 99. A continuacién, se describe el proceso de parametrizacion
implementado y los resultados obtenidos.

2 Descripcion de la turbina

Las turbinas hidraulicas son turboméquinas motoras que absorben energia del fluido
y la convierte en energia mecanica. Estas se pueden clasificar en funciéon de su grado de
reaccion (e7) como turbinas de accion y reaccion [18|. Las turbinas Francis son turbinas de
reacciéon que trabajan con flujo radio-axial y son utilizadas para la produccién de energia
eléctrica. El caso de estudio se basa en la parametrizacion del dlabe de una turbina hidréu-
lica Francis 99 (Figura la), cuyo rotor esta compuesto por 15 alabes principales (Figura
1b) y 15 divisores, y tiene un diametro de 0,63 m. El rotor puede alcanzar una velocidad
de 335,4 revoluciones por minuto y una eficiencia hidraulica de 92,61 %.

3 Metodologia de parametrizacion

El proceso de parametrizacion puede realizarse en tres etapas: extraccion de datos, re-
construccion del alabe y evaluacion numeérica (Figura 2). A continuacion se describe en que
consiste cada una de ellas.
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Figura 1: Turbina Francis 99.
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Figura 2: Etapas del proceso de parametrizacion.
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3.1. Extraccién de datos

El primer paso consiste en la obtencién de las coordenadas x;, y;, z; a partir de un escaneo
del alabe real de una turbina Francis 99. El perfil se divide en n secciones (para este caso en
particular n = 10) las cuales definen los planos de corte en los que la seccién es escaneada
(Figura 3a). Para definir cada plano se obtienen las coordenadas de m puntos en cada una
de las caras de succion y presion (m = 128 para este caso en particular) (Figura 3b). El
proceso de extraccién de datos es vital, mientras mejor sea la distribucién de puntos sobre
la superficie escaneada obtendremos una mejor representacion del elemento y por lo tanto
una parametrizacion més precisa; por otra parte, un escaneo deficiente introduce errorres
que se manifiestan en la calidad de la parametrizacion. Los datos del escaneo usados en este
trabajo fueron proporcionados por the Norwegian Hydropower Centre [1].

« SECCION 1
SECCION 2

.

. = 2
:‘:“ »" “ SECCION 5
e == '
"“‘ ,"0 SECCION 6
S ": ~ SECCION 7
S w SECCION 8
Q j SECCION 9
% SECCION 10
(a) Planos de corte. (b) Datos del escaneo.

Figura 3: Definicién de los planos de corte.

3.2. Reconstruccién de la geometria del alabe

En la etapa de reconstruccion se realiza el ajuste de las caras de presiéon y succion de la
seccion transversal del alabe para cada uno de los planos previamente definidos. Para esto
se ejecuta un proceso de interpolacion empleando un polinomio P(t) definido por 8 curvas
de Bernstein P*)(t) de cuarto orden (1). La eleccion de la cantidad de curvas implemen-
tadas para definir el contorno de la seccién transversal esta directamente relacionada con
la precision que se desea obtener. Cada cara de la seccion tranversal puede ser definida con
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tres polinomios o menos, pero esto disminuiria la precision del ajuste. Del mismo modo
incrementar el nimero de curvas de ajuste reduciria el error pero incrementaria el costo
computacional, por lo que lo mas conveniente es establecer una tolerancia para el error y
encontrar una punto de equilibrio entre precisién y costo computacional.

Las ocho curvas de Bernstein estan dadas por

n=4
PO =>"CcBlY), k=1,.8 (1)
1=0

donde t representa la longitud de arco de cada una de las 8 piezas de la seccion de la
cara correspondiente (presion o succion) 0 < ¢ < 1, CZ.(k) son 5 puntos de control que definen
la forma del ajuste en cada curva, y k representa la curva correspondiente a cada uno de
las piezas de la parametrizaciéon (figura 5). Como sabemos, los polinomios B}(t) pueden
escribirse como

s = (] )da-o @)

donde,
n n!
. )= —. (3)
i (n—1)ld!
1
0.9 —B0 ]
L —Bt _
08 —B2
0.7+ B3 -
B4
0.6 i
@ 0.5 i
0.4 .
0.3F i
0.2 \ .
0.1 \ _
\_l¥
0 | | ! | | | I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 4: Polinomio de Bernstein de cuarto orden.
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Algunas de las propiedades més importantes de los polinomios de Bernstein son la
simetria, la positividad y la particion de la unidad [17], entre otras, que los convierten en
herramientas utiles para el disefio asistido por computadora (ver Figura 4).

Proponiendo un problema de minimos cuadrados para obtener el mejor ajuste en la
evaluacion de P(t) de manera simultédnea en todas las coordenadas z;, y;, z;, considerando
restricciones de continuidad para los diferentes P*), se determinan los puntos de control
C’i(k); kE=1,..,81i=0,..,4. Cada cara es definida usando 4 polinomios (Figura 5) con lo
que se generan asi 20 puntos de control. La condicién de continuidad viene dada por

P®) (1) = PFHD (1),

donde los valores 7 se eligen de tal manera que el error cuadratico medio entre P(t) y
los puntos escaneados sea un minimo. Una vez definidos los coeficientes se puede generar
una representaciéon de la seccion transversal del &labe usando N puntos. Es importante
mencionar que la precision del ajuste estd directamente relacionada con el valor de N; a
mayor numero de puntos, menor error, lo cual se puede observar a simple vista en la Figura
(6) en donde se muestra los resultados del ajuste para N = 10 y N = 100 (La linea punteada
representa el ajuste y la linea continua la geometria real).

CURVA 2

CURVA 3.+’
ettt C.URVA 6 el \J o
) CURVA 5
K) )
7~ CURVA7T
CURVA 4 * .-
CURVA 8

Figura 5: Puntos de control.

Después de generar una seccién transversal el proceso se repite para producir cada
uno de los planos (Figura 3) y posteriormente construir la superficie del alabe empleando
interpolacion transfinita (Figura 7) [20].
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Figura 6: Ajuste numérico usando N puntos.
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Figura 7: Superficie del alabe.

3.3. Ewvaluaciéon del error

La etapa final del proceso de parametrizacion es la evaluacién del error para determinar
la precisiéon del ajuste sobre toda la superficie del dlabe y los datos escaneados. Dado que
se compara la precision con que el modelo ajusta los datos reales obtenidos a partir del
escaneo, en la literatura se utiliza el error cuadratico medio dado por (4):

SME = \/Z%lD? (@)

donde D, es la distancia euclidiana entre el punto (x;, y;, 2;) y la tangente a la superficie
definida por el correspondiente vector unitario normal a la superficie generada del alabe [8].
Al evaluar la ecuacion (4) tomando N = 128, el error cuadratico medio obtenido entre
los datos del escaneo y el ajuste es de 1,5496 x 1072 % en la cara de presion y 9,685 x 1075 %
para la cara de succion [20], ambos valores dentro de la tolerancia sugerida por Dube et al.

[9].
4 Conclusiones

El presente trabajo se enfocé en mostrar la implementacién de la metodologia de apro-
ximacion por secciones usando polinomios de Bernstein para la parametrizacion de formas
geometricas complejas, y en particular de alabes de turbinas. Los polinomios de Bernstein
muestran ser una opcién viable y adecuada, relativamente facil de implementar. Los re-
sultados obtenidos son muy satisfactorios, y la versatilidad con la que los polinomios se
adaptan a la geometria compleja sugiere que esta metodologia puede ser implementada



Boletin de la Sociedad Mexicana de Computacion Cientifica y sus Aplicaciones 21

para parametrizar alabes de diferentes tipos de turbina, hélices o cualquier otra geometria

compleja.
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Resumen

El aislamiento de base es reconocido actualmente como una opcién efectiva para el
control de la respuesta sismica de edificios. Sin embargo, su aplicacién se suele limitar
a edificaciones que, por su uso, o importancia para la sociedad se desea proteger.
Lo anterior conduce a que pocas veces en la actualidad se consideren estos sistemas
como una opcion viable de estructuracion. En este trabajo se analiza un edificio de
seis niveles ubicado en una zona de sismicidad moderada, al cual se incorpora un
sistema de aislamiento en la base para determinar su impacto en la respuesta sismica
del edificio. Se consideraron la distorsion de entrepiso y la demanda de fuerza cortante
como parametros para cuantificar la respuesta sismica, debido a que estos se asocian con
el dano y el costo esperado de la edificacion, ademas de ser utilizados como parametros
de diseno en los reglamentos de construccion.

Palabras clave: Construcciones, Respuesta sismica, Aisalmiento de base.

1 Introduccién

La implementacién de medidas para prevenir desastres por la ocurrencia de temblores
deberia ser de gran interés para la sociedad, ya que conduce a mitigar las pérdidas humanas
y materiales que provocan estos fendémenos. En México y otros paises, los sismos son una
de las principales causas de desastre, por lo que diversos autores han estudiado sus efectos

ignacio.perez@Qumich.mx
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sobre las construcciones [1, 2, 3]. Los edificios son algunas de las estructuras mas afectadas
cuando ocurre un temblor, debido a su geometria, y a otros factores relacionados con una
mala configuracion estructural, un deficiente proceso constructivo y a la falta de manteni-
miento [4, 5.

Actualmente los sistemas de control pasivo son una alternativa ampliamente utilizada
para reducir los efectos del sismo sobre las edificaciones. Entre ellos se encuentra el aisla-
miento de base, que nos permite desacoplar el movimiento de los edificios del movimiento
del suelo cuando ocurre un temblor, permitiendo que las demandas sismicas en el edificio
sean menores [6, 7]. En México el uso de estos dispositivos es aun limitado, sin embargo,
ya se pueden encontrar algunas aplicaciones [8, 9|, principalmente en la Ciudad de México
debido al riesgo sismico que presenta [5|. Sin embargo, en ciudades como Morelia, que se
considera de sismicidad moderada a alta [10], el uso de sistemas de aislamiento de base es
todavia nulo, a pesar de que podrian mejorar el comportamiento de los edificios y ofrecer
un mayor nivel de seguridad.

2 Sistemas de aislamiento sismico

El aislamiento de base consiste en la colocacién de un dispositivo entre la estructura de
la edificacién y su cimentacion. Tiene la funcién de aislar el movimiento del edificio durante
un evento sismico. Un edificio aislado se puede representar como un sistema de un grado
de libertad con una masa (m), rigidez (ks) y amortiguamiento viscoso (cs), conectado a
un aislador, que se representa como un resorte lineal con rigidez (k) y amortiguamiento
viscoso (cp), tal como se muestra en la Figura 1.

Existe también una masa a nivel de la cimentacion (my), donde se aplica directamente la
aceleracion del suelo provocada por el sismo, por lo que realmente se tiene un sistema de dos
grados de libertad formado por ambas masas m y m;. Aplicando la segunda Ley de Newton
e involucrando los desplazamientos laterales absolutos del entrepiso (us), la cimentacion
(up) y el suelo (uy), es posible expresar el equilibrio dindmico mediante las ecuaciones (1)
y (2). Aqui, % y i son la primera y la segunda derivada del desplazamiento y representan
la velocidad y la aceleracién respectivamente.

mii = —cg (s — Up) — ks (us — up) (1)

mils + myty, = —cp (U — Ug) — kp (up — ug) (2)

Para edificios de varios niveles, los cuales pueden ser representados como sistemas de
multiples grados de libertad, las ecuaciones (1) y (2) suelen expresarse en forma matricial
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Figura 1: Modelo numérico de un edificio de un nivel con aislamiento de base, tomada

de [11].

Cco1mo:

[M{5} + [Cl{0} + [K{v} = —[M{r}H{iy} (3)

Donde [M] es la matriz de masas, |C| la matriz de amortiguamiento, [K| la matriz de
rigideces del sistema y {r} es un vector de rotacion. Asimismo {v} representa el vector de
desplazamientos relativos y sus derivadas {0} y {0} son los vectores de velocidad y acelera-
cion respectivamente. Se puede demostrar que [M| y [K] son simétricas y definidas positivas
[12], por lo que es posible resolver el problema de valores y vectores caracteristicos para
obtener las formas modales y frecuencias de vibrar del sistema estructura-aislador (Figura
2), en donde la primera forma modal representa un comportamiento de cuerpo rigido sobre
un sistema flexible. En el segundo modo de vibrar, el movimiento en la parte superior del
sistema esté fuera de fase con respecto al movimiento del aislador, de forma que incluso si
se generan aceleraciones grandes en este segundo modo, este no generara fuerzas cortantes
de gran magnitud en la base.
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Figura 2: Formas modales de un sistema estructura-aislador, tomada de [11].

3 Tipos de aisladores

Aunque existe actualmente una diversidad de aisladores de base, los méas utilizados son
los aisladores a base de elastomeros y los aisladores deslizantes. Este estudio se enfoca al
analisis de edificaciones con elastémeros. En la categoria de los elastémeros se encuentran
los aisladores de hule de alto amortiguamiento (HDR), (Figura 3a) que pueden alcanzar
porcentajes de amortiguamiento critico cercanos al 20 %, lo que favorece la disipacion de
energia en la estructura. Otro aislador elastomérico muy utilizado es el de hule con ntcleo
de plomo (LRB), (Figura 3b), con un comportamiento elasto-plastico por la fluencia del
plomo, y comportamiento histerético que puede generar un amortiguamiento equivalente
de entre 20 y 25 %.

4 Diseno de los aisladores

El disenio de los aisladores requiere conocer algunas propiedades del sistema sin aisla-
miento, como son: el peso total de la superestructura (W), el nimero de aisladores que
se desean colocar (N) y el periodo de la estructura sin aislamiento (7"). Esta informacion
se obtiene de un analisis elastico del edificio con base rigida, a excepcién del ntmero de
aisladores que esta en funcion de la cantidad de columnas que posee el edificio.

El siguiente paso consiste en elegir un periodo de vibrar objetivo (T3s), una recomen-
dacién utilizada cominmente es que el periodo del edificio aislado sea de alrededor de tres
veces el periodo del edificio con base rigida [13]. Para los aisladores HDR se obtiene la
rigidez lateral del sistema de aislamiento Kpgr (ec. 4) y la rigidez de un aislador K (ec. 5)
a partir del peso total del edificio y el periodo objetivo. Finalmente, se define un porcentaje
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Figura 3: Aisladores utilizados en la propuesta de aislamiento. To-
mado del folleto publicitario de la empresa Bridgestone, htips
/ Jwww.bridgestone.com/products/diversified/antiseismic,ubber /product.html

de amortiguamiento de acuerdo con el fabricante y con ello se tienen todos los pardmetros
necesarios para representar los aisladores en el modelo numérico.

o\ 2 W
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e (TM> g @)
K
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Figura 4: Comportamiento bilineal de un aislador LRB.

Una diferencia en el diseno de los aisladores LRB es que se requieren calcular dos
rigideces, la rigidez eléstica y la rigidez post-fluencia, ya que ahora el aislador tiene un
comportamiento bilineal (Figura 4). Ambas rigideces se obtienen a partir de la rigidez
efectiva K.f que se obtiene también con la ecuacion (4). La rigidez post-fluencia Ky (ec. 8)
se obtiene con la resistencia de fluencia Q4 (ec. 6) y el desplazamiento del aislador D (ec.
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7). Sa es la pseudo-aceleracion asociada al periodo objetivo en el espectro de diseno por
sismo. Finalmente, la rigidez elastica se asume igual a 10 veces la rigidez post-fluencia.

K,
Qu= 27; =7 (6)
D= (4%2) SaThr (7)
Ky=Kof — 4 (5)

5 Caso de estudio

El aislamiento sismico puede aplicarse a cualquier estructura, sin embargo su efectividad
es mayor cuando se cumplen las siguientes condiciones: que el subsuelo sea firme, que la
edificacion tenga mas de dos niveles o sea inusualmente pesada, que la ubicaciéon del edificio
permita que este se desplace al menos 20 cm para que trabaje el sistema de aislamiento, y
que la estructura tenga un periodo de vibrar corto.

En este caso se propone implementar el aislamiento de base en un edificio de seis niveles
de la ciudad de Morelia, Michoacan, con un periodo fundamental de vibrar menor que 1
segundo. El tipo de terreno mas comun en la ciudad es suelo tipo I (firme), con algunas
zonas de suelo tipo II (de transicion), y no hay presencia de suelos tipo 111 (blandos)[14].
Este trabajo analiza el uso de estos sistemas en edificios nuevos por lo que se considera que
no hay una limitacién en los desplazamientos que pueden experimentar. Por lo anterior, se
concluye que el edificio propuesto cumple con los requisitos planteados para que el sistema
de aislamiento sea efectivo.

5.1. Geometria y diseno del edificio propuesto

El edificio tiene forma regular y se compone de marcos de concreto reforzado con cuatro
crujias de 5.0m en la direccién X, y cuatro crujias de 5.5m en la direcciéon Y. La altura de
entrepiso es de 3.5m en el primer nivel y 3.0m en los demés niveles (Figura 5). El edificio
se analizé de acuerdo con el espectro de disenio para la ciudad de Morelia [15] y se diseno
utilizando las Normas Técnicas Complementarias del Reglamento de la Ciudad de México
[16]. Como resultado del diseno estructural se obtuvieron columnas con seccion transversal
de 65 x 65 cm y trabes de 25 x 60 cm para los dos niveles inferiores, mientras que para los
niveles superiores resultaron secciones transversales en columnas de 55 X 55 cm y en trabes
de 20 x 50 cm. Con estas dimensiones se cumple con los estados limite de falla establecidos
por el Reglamento de Construcciones de la Ciudad de México [16], y no se excede la dis-
torsion de entrepiso de 0.015 que senala el reglamento para edificios formados por marcos
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de concreto de baja ductilidad.
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Figura 5: Geometria del edificio estudiado.

Se emplearon las cargas gravitacionales mostradas en la Tabla 1, utilizando las cargas
vivas y las combinaciones de carga establecidas en el Reglamento de la Ciudad de México
[16]. Por otro lado, el espectro de disenio (Figura 5) se calculo con base en los criterios del
Manual de Diseno de Obras Civiles (MDOC) [10], utilizando los parametros indicados en
la Tabla 2 y considerando un amortiguamiento del 5 %. La Ciudad de Morelia se encuentra
ubicada en la zona sismica C, segtn lo establecido en el estudio de peligro sismico realiza-
do por el MDOC. En este contexto, el factor de comportamiento sismico @, considera la
influencia del comportamiento no lineal de la estructura, mientras que el factor Ry tiene
en cuenta la posible sobrerresistencia de la estructura en funcién del sistema estructural
empleado. Por otro lado, el factor de importancia esté directamente relacionado con el uso
del edificio, siendo de 1.0 para edificios de caracter habitacional. Asimismo, los factores
de redundancia y regularidad guardan relacién con la cantidad de marcos o sistemas que
aportan resistencia lateral y la regularidad geométrica que posee el edificio.

Se aplicé un analisis dindmico modal espectral para lo cual se cre6 un modelo numérico
con comportamiento elastico lineal en el software ETABSV.20.0.1 [17], el cual utiliza el
método de los elementos finitos para resolver el sistema representado en la ecuacion (3). Se
desarrollaron 3 modelos diferentes, el primer modelo representa el edificio sin aislamiento
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Tabla 1: Anélisis de cargas gravitacionales.

Uso Carga muerta | Carga viva méxima | Carga viva instantanea
(kg/m?) (kg/m?) (kg/m?)
Azotea 310 100 70
Entrepiso 100 250 180
Tabla 2: Parametros para la obtencion del espectro de disefio sismico.

Zona sismica, C
Tipo de suelo 1I
Factor de comportamiento sismico ) 2
Factor de sobrerresistencia Ry 2
Factor de redundancia 1.25
Factor de importancia 1 (grupo B)
Factor de irregularidad 1

(base rigida o modelo de control), el segundo modelo incorpora aisladores de hule de alto
amortiguamiento (HDR) como se muestra en la Figura 6 y el tercer modelo utiliza aisla-

dores de hule con nucleo de plomo (LRB).

5.2.

Propiedades de los aisladores

El peso total de la estructura es W = 2467t y, a partir de los resultados del analisis
elastico del edificio el periodo fundamental es de 0.834 s, correspondiente a un movimiento
de traslacién en la direccion X. El nimero de aisladores estd dado por la cantidad de
columnas presentes en el edificio, que en este caso son 25. Como resultado del diseno de los
aisladores se obtuvieron las rigideces incluidas en la Tabla 3.

Tabla 3: Rigideces horizontales de los aisladores.

Rigidez (kg/cm)

Aislador HDR

Aislador LRB

KHT; Kef
KH, Kelstica
Ky

15887
635

15887
4278
471
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Figura 6: Representaciéon conceptual del modelo numérico del edificio aislado desarro-
llado en ETABS.
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6 Analisis de resultados

La reducciéon de la demanda de fuerza cortante en un edificio aislado se debe fundamen-
talmente al incremento de su periodo fundamental. Una recomendacion utilizada comun-
mente es que el periodo del edificio aislado sea de alrededor de tres veces el periodo del
edificio con base rigida. En este caso el periodo del edificio con base rigida es de 0.834 s,
por lo que se propone un periodo objetivo del sistema aislado de 2.5s. En la Figura 6 se
muestra el cambio en los espectros de disefio por sismo, tanto de los espectros transparen-
tes o elasticos (ET), como de los espectros para el estado limite de prevencion de colapso
(EPC), modificados por amortiguamiento. Para el disefio del edificio con base rigida se
utilizaron los espectros con un amortiguamiento del 5%, mientras que para el diseno de
los sistemas de aislamiento se utilizaron espectros modificados por amortiguamiento, 10 %
para el sistema HDR y 25 % para el sistema LRB.

Los aisladores se disefiaron con base en los criterios del American Society of Civil En-
gineers [13|. Una vez integrado el sistema de aislamiento se obtuvo un periodo de 2.47 s
para el edificio con aisladores HDR y 2.53 s para el edificio con aisladores LRB. Al crecer el
periodo en los edificios por la adiciéon de los sistemas de aislamiento, las demandas sismicas
de pseudo-aceleracion (Sa) de los espectros de diseno disminuyen, en comparacion con el
edificio en base rigida. Como se observa, el periodo de vibrar del edificio original se localiza
en la meseta del espectro y pasa a la rama descendente del espectro al crecer el periodo en
base aislada, como se ilustra en la Figura (7). También se observa que el efecto del sistema
de aislamiento en el crecimiento de los periodos de vibrar es mayor en los primeros modos
(Figura 8), ya que a partir del cuarto modo su influencia es menor.

La Figura 9 muestra que los desplazamientos absolutos de entrepiso se incrementan con
el sistema de aislamiento, lo que justifica la recomendacién de que exista un espacio sufi-
ciente entre la edificacién y las estructuras colindantes. En este caso el edificio se desplaza
lateralmente 52 cm y 38 ¢m con aislamiento HDR y LRB respectivamente. Sobre base rigi-
da, el desplazamiento méximo es de 19 cm. En los edificios aislados el mayor desplazamiento
ocurre al nivel del sistema de aislamiento, mientras que en el edificio sin aislar ocurre en el
altimo nivel.

Los dafios en edificaciones dependen més de las distorsiones angulares de entrepiso que
de los desplazamientos absolutos (desplazamiento relativo entre la altura del entrepiso). La
Figura (10) muestra las distorsiones de entrepiso de los edificios. El edificio sin aislamiento
se encuentra en el limite de distorsiones permitidas por el reglamento, mientras que los
edificios aislados presentan una clara disminucién de las distorsiones en todos los entrepi-
sos. En el nivel del aislamiento la distorsién es mayor, sin embargo, esta deformacién lateral
corresponde al aislador de base. Estos resultados se pueden relacionar con los estados limite
de dano propuestos por FEM A [18], de acuerdo a los siguientes intervalos de distorsion
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Figura 8: Periodos de vibrar de los tres edificios analizados.
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Figura 9: Desplazamientos de entrepiso de los tres edificios analizados.

de entrepiso: 0.0033 — 0.0053 corresponde a dafio ligero, 0.0053 — 0.0133 dafio moderado,
0.0133 — 0.0333 dano extenso y mayor a 0.0333 dano completo. En este caso el edificio
sin aislamiento se ubica en una zona de dano extenso, mientras que los dos edificios que
cuentan con aislamiento se ubican en una zona de dafio moderado en los niveles inferiores
y dafio ligero en los niveles superiores.

Finalmente se obtuvo la demanda de fuerza cortante de entrepiso generada por el sismo.
Se observa claramente una disminucién de la demanda sismica en las columnas, pasando de
una fuerza cortante en la base de alrededor de 425¢ en ambas direcciones para el edificio
con base rigida, a 160t en el edificio con aislamiento HDR y 112¢ en el edificio con aisla-
miento LRB (Figura 11). Esto significa que, ademéas de la disminucion de las demandas de
distorsion angular, los edificios aislados podrian disefiarse con columnas y trabes de menor
seccion transversal.

7 Conclusiones

Se analizé un edificio de concreto reforzado de seis niveles con base rigida y con dos sis-
temas de aislamiento: HDR y LRB. Con base en la respuesta de los edificios se determind
que el uso de sistemas de aislamiento en edificios con periodos cercanos a 1s, puede ser
efectivo en zonas de sismicidad alta o moderada, como es el caso de la ciudad de Morelia.
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Figura 10: Distorsiones de entrepiso y estado de dafio [18| para los tres edificios anali-
zados.
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Figura 11: Fuerza cortante de entrepiso para los tres edificios analizados.
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Al utilizar sistemas de aislamiento se modifican los espectros de disefio debido al cambio
de amortiguamiento, y crece el periodo fundamental de los edificios. Ambas cosas reducen
la demanda sismica de edificios en base rigida. Las distorsiones de entrepiso, que son un
indicador del estado de dano del edificio, se reducen considerablemente, causando que el
edificio pasara de dano extenso cuando no tiene aislamiento a dano entre ligero y moderado
cuando se implement6 el aislamiento. El objetivo de este trabajo fue mostrar la efectividad
del uso de sistemas de aislamiento para reducir los danos esperados en edificios. Por ello,
s6lo se muestra el analisis con un conjunto de pardmetros de los aisladores que podria ser
modificado para obtener una respuesta 6ptima de la estructura, que incluso condujera a
menores danos esperados.

Finalmente se evaltio también la respuesta del edificio en términos de la demanda de
fuerza cortante de entrepiso, en donde se identificé una disminucién considerable de dicha
fuerza en todos los entrepisos para los dos casos con aislamiento. En general, se muestran
resultados muy favorables para las dos propuestas de aislamiento, sin embargo, resulté mas
eficiente el sistema LRB al tener las menores distorsiones de entrepiso y la menor demanda
de fuerza cortante de entrepiso, sin un cambio apreciable en el periodo fundamental objetivo.

Esto se debe principalmente a dos razones: la primera es porque el amortiguamiento
que provee el sistema de aislamiento LRB es mayor que cuando se utilizan aisladores HDR,
por lo que la demanda sismica disminuye atin més, adicional a los efectos causados por el
cambio de periodo de la estructura. La segunda razén tiene que ver con la forma del ciclo
histerético, ya que los aisladores LRB al tener un comportamiento bilineal tienen una mayor
superficie en su ciclo de histéresis y por lo tanto permiten una mayor disipacién de energia,
lo que contribuye a controlar la respuesta del edificio en términos de deformaciones laterales
y fuerza cortante. Adicionalmente, se muestra que al utilizar un sistema de aislamiento, las
secciones transversales de trabes y columnas podrian disminuir.

Con base en lo anterior se concluye que los sistemas de aislamiento sismico son una
alternativa viable para proyectar y construir edificios con caracteristicas similares a las que
se presentan en este trabajo. Para otros casos, se puede seguir el procedimiento de disefio que
aqui se propone. Ahora bien, con respecto a qué sistema de aislamiento sismico conviene
utilizar, los resultados muestran que la diferencia en el comportamiento de los edificios
analizados fue minima entre ambos tipos de aisladores HDR y LRB. Sin embargo, este
tltimo ademas de resultar més favorable en términos de distorsiéon angular y fuerza cortante,
ofrece un mecanismo de disipacién de energia mas efectivo debido a su comportamiento
bilineal, lo que lo hace un sistema més atractivo para reducir el dano en el edificio.
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Abstract

The Poisson equation is central in numerous physics and engineering applications, such
as computational fluid dynamics and acoustic wave propagation, where efficient and
accurate solutions are essential. This study focuses on the numerical solution of the
2D Poisson equation with Dirichlet boundary conditions using a fourth-order compact
Implicit Finite Difference scheme. Finite difference methods, particularly high-order
schemes, are advantageous for solving the Poisson equation due to their efficiency and
suitability for structured grids. To address the computational demands of large-scale
problems; we incorporate domain decomposition and the Multicolor Successive Over
Relaxation method, facilitating parallel computation. Through numerical experiments,
we demonstrate that our approach significantly enhances both accuracy and computa-
tional efficiency when compared to traditional second-order methods.

Keywords: Fourth-order finite difference; Domain decomposition; MPI; Poisson equation;
Speedup; Elapsed time.

1 Introduction

The Poisson equation plays a crucial role in a wide range of physics and engineering applica-
tions, including computational fluid dynamics, acoustic wave propagation, and theoretical
physics [3|. However, the implementation of simple, accurate, and efficient numerical solver
remains fundamental to the successful resolution of these problems. In this work, we study
the numerical solution of the 2D Poisson equation, which is formulated as follows:

um(x,y)qLuyy(az,y) zf(zn,y), (:L‘,y) GQ, (1)
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where € = (a,b) x (¢,0) and Dirichlet boundary conditions are applied on 0f2. The right-
hand side f is a know function defined over €. The study of large-scale physical phenomena,
which often involves solving Poisson’s equation (1), requires significant computational ef-
fort. As a result, these computations demand parallel computing systems with high-speed,
massively parallel processors and large memory capacities to efficiently implement numeri-
cal approaches within this framework [4]. Domain decomposition is a popular strategy for
dividing the overall problem into smaller sub-domain problems, where parallelization can
be effectively applied [6]. This technique offers advantages such as simpler construction and
greater speed-up. Many numerical methods have been developed to exploit these benefits.
However, finite difference (FD) methods are preferred for solving the Poisson equation over
rectangular domains, as they typically lead to a large, block-structured, and sparse system
of equations [9]. In addition, for smooth problems, high-order FD methods can compute
numerical solutions hundreds of times faster than second-order FD schemes for a fixed level
of accuracy. Implicit finite difference (IFD) methods provide high-order schemes without
the drawback of requiring large stencils; in fact, some of them are associated with compact
schemes |[7].

In this paper, we present a compact implicit finite difference (IFD) scheme for numer-
ically solving the 2D Poisson problem, which is primarily based on the domain decompo-
sition strategy. Furthermore, the Successive Over-Relaxation (SOR) method is chosen for
its efficiency and simplicity as a solver. However, since SOR is inherently sequential, it
cannot be directly parallelized. To address this limitation, a coloring method is employed,
as suggested in previous works [1, 10, 5, 2|.

This paper is organized as follows: Section 2 provides the high-order finite difference
discretization. Section 3 is devoted to explaining the domain decomposition technique. In
Section 4, we test our algorithm with several numerical examples and evaluate its speedup
and efficiency. Finally, Section 5 presents the conclusions and suggestions for future work.

2 Fourth-order Implicit Finite Difference Scheme

The classic one-dimensional finite-difference approximation for a second derivative of a
real-valued function ¢ at x with a small value A > 0 is given by

Using Taylor series, it follows that the second-order derivative at  can be approximated
by (2) with the following local truncation error

¢(x + h) = 2¢(x) + ¢p(x — h)
h2

1 1
Gr = - Eh2¢rxmm - %h4¢x:pmxmm + h.o.t. (3)
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Note that the accuracy of centered finite difference approximation (3) can be fourth-order
re-arranging the terms as follows

¢(z + h) = 2¢(z) + ¢(z — h)
2
where b = 1/12. Furthermore, it can be shown that the second-order derivative opera-

tor (-)zz on the left-hand side can be replaced by a finite difference operator 2 without
compromising the overall order of accuracy [7], as follows

(14 bh?6%) pue = 6%¢ + O(RY). (5)

This formulation is called implicit because approximations to the second-order derivative
appear in both sides of equation (5). Finally, we remark that the application of the implicit
operator for a general real-valued function u (in particular u = ¢,,) is given by

Du = (14 bh?6*) u = bu(z + h) + (1 — 2b)u(x) + bu(z — h). (6)

2.1 Two-dimensional scheme

In this section, we present the numerical scheme for solving the 2D Poisson problem. The
computational domain, €2, is divided using a uniform mesh with N sub-divisions along the
x- and y-axes, where the grid points are defined as follows:
i = a+hgi, ©1=0,1,2... N, (7)
y;i = c¢+hyj, 7=0,1,2... Ny, (8)
where h; = (b—a)/N, and hy = (0 —¢)/N,. To maintain a simple explanation, we assume
that the computational domain is a square, so N = N, = N, and h = h, = h,,. We use the
following notation: u;; = u(w;,y;) and f;; = f(xs,y;) where (z;,y;) represents the ij-th
grid point.
Let us consider the finite difference operators

D, =1+b6;, and D, =1+bd,. (9)

The subscripts at ® are not derivatives, they only indicate the dependence of the x and y
direction respectively. Applying simultaneously these operators at equation (1), it yields

Qy@x(um)ij + ngm(uyy)ij = Q:E@yfija (10)

Next, we use formula (5) to the second derivatives in x and y to get

itld — 2U; i—1,j ij+1 — 2Ui 2%
o (=) o, () oot o

Thus the two-dimensional fourth-order implicit finite difference scheme (IFD) results from
applying (6) in 11. The following theorem states the final numerical discretization for 2D
Poisson problem using the IFD method.
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Theorem 2.1. Let us assume that the solution u has sufficient reqularity and the grid size
h is positive. The full discretization of the problem (1) is given by the fourth-order scheme

20(Ui—1j+1 + Uis1,j41 + Uix1j—1 + Uig1,5-1) +
(1 =4b)(Usj—1 + Ui jp1 + Ui j + Uiprj) + (=4 +80)Us ; = Fij, (12)

where
Fyj=h*[(1=4b) fij +b(fij—1 + fij—1 + fim1j + firr.5)], (13)

and U; ; is an approximation of w; ;.

More details about the proof of the Theorem 2.1 can be found in [7]. Additionally,
if we set b = 0 in (12) the resulting scheme becomes the classical second-order method.
This parameter b allows us directly compare both numerical schemes by setting it either
0 or 1/12. Furthermore scheme (12) is compact scheme because its stencil requires only
the surrounding nine points. The stencil of the classical second-order and the fourth-order
implicit finite-difference schemes are illustrated in Figure 1.

1 2% 1-—4b 2
Yy 1 - 1 Y 1 —4b _%5“81’ 1—4b
1 20 1—4b  2b
Qh Qh
x x

Figure 1: Second- and fourth-order finite-difference stencil for the two-dimensional
Poisson equation. The numbers correspond to the weights next to unknown variables.

2.2 Linear system and solvers

The discretization given in (12) and (13) results in large linear system AU = F as N be-
comes larger. Therefore, to efficiently obtain the solution U, ;, this system should be solved
using an appropiate high-performance numerical solver. It is not difficult to demonstrate
that A is a diagonally dominant matrix, thus a wide range of iterative linear solvers are
available in this case.

Due to their robustness, efficiency and ease of implementation, we consider the classical
stationary methods: the Jacobi method, the Gauss-Seidel (GS) method, and the Successive
Over-Relaxation (SOR) method [8]. The Jacobi method is a well-known iterative approach
that is straightforward to implement and parallelize. However, its slow convergence rate
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makes it unsuitable for practical, large-scale applications. The GS and SOR methods offer
more efficient solvers, with SOR converging faster than GS when an appropriate relaxation
factor is chosen. The main challenge with the SOR method is that, in its original form,
it cannot be easily parallelized due to its inherently sequential nature. Thus, alternative
approaches must be considered for parallel implementation. In this work, we utilize the
Multicolor SOR method due to its simplicity in parallelization and its minimal modifications
compared to the Jacobi method.

We begin by considering the Jacobi method. While its convergence is slow, it provides
the advantages of high execution speed and straightforward implementation, particularly
when it comes to vectorization and parallelization. Let the k-th equation of the resulting
linear system

N2
> andn =, (14)
I=1
then, an iteration of the Jacobi method is given by
1 M
o =— - X aug” |, (15)
kk 1=1, 14k

where the (n+1) values are from the current iteration, and (n) values are from the previous
iteration. Here the vectors ¢ and ¢ are constructed using a natural indexation of matrices
U and F, respectively. The iteration process will be stopped once a convergence tolerance
€ is achieved. Note that the Jacobi method can be easily implemented in parallel since all
updated values depend solely on the previous iteration (n). The convergence rate of the
Jacobi method can be improved by employing the SOR method. In these iterative solvers,
each component at the new iteration depends on some previously computed components
within the same iteration. The SOR method is expressed as:

k—1 N?
n n 1 n n n
o =0 b | — (=Y aws" = Y awol” —awol” | |, (16)

where 0 < w < 2 is the relaxation factor. The Gauss-Seidel method is recovered by setting
w = 1 in the SOR method. It is important to note that, unlike the Jacobi method, the
computations in the SOR method are inherently sequential, meaning the updates cannot
be performed simultaneously.

To apply this solver to our compact fourth-order implicit scheme, we can rewrite (16)
but now using a residual vector as follows:

(n+1) _ 77(n) 1 (n)
vt =u ~|—w<_4+8bRi7j>, (17)
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where

REZ) = Fij—2b(Ui1js1 + Uir1js1 + Uirrj1 + Uisj—1) ™
— (=4 (Uijor + Uijgr + Uimrj + U ) = (—4 + 80)U . (18)

The stopping criterion for (17) with a given tolerance ¢ is that the residual (18) is sufficiently
small, i.e., |R; ;| < ¢, for all indices 7, j. In addition to the tolerance, we include a maximum
number of iterations as a complementary stopping criterion.

2.3 Multicolor SOR method

Several algorithms exist for parallelizing the SOR method on structured grids, and due to
their simplicity, coloring methods have often been a popular choice [1]. However, there are
limited works on the implementation and performance of these techniques when applied to
compact schemes using a nine-point stencil [10, 5, 2].

The classical two-color SOR method (RBSOR) divides the domain into a chessboard
pattern of red and black points. In this configuration, each unknown is updated based
on values of the opposite color, allowing the points of the same color to be computed in
parallel. However, this algorithm is only applicable to stencils like the classical second-
order finite-difference scheme, see Figure 2. Each iteration is carried out in two steps.
Updating the first set of points (red) relies solely on previous black values. In contrast, the
remaining points (black) require only the already updated red points for their calculations.
The challenge with a nine-point stencil lies in the use of corner points, which complicates
the direct application of the RBSOR method.

(] ® L ® ] (] [ ] [ [ ] (]
g 4 L [ ]
[ ] ] (]
B 4 ([ ] (] [ ]
(] ® (] L] ] (] L] ] (] (]

Figure 2: Second-order finite-difference stencil for the two-dimensional Poisson equa-
tion using RBSOR  iterative method.

In the case of our nine-point compact scheme, four colors are sufficient to decouple the
grid points. Thus, the four-color SOR (MCSOR) method is employed. For simplicity, we
assign the colors red (R), black (B), green (G), and orange (O). For each grid point of
a given color, the nearest grid points along both coordinate directions must be assigned
different colors to ensure independence during the update process, as shown in Figure 3.
This figure also illustrates the four sub-steps employed to update all grid points for each
iteration (n).
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Figure 3: Fourth-order finite-difference stencil for the two-dimensional Poisson equa-
tion. The numbers correspond to the weights next to unknown variables.

It is important to remark that we use the same variable to store all color values at each
iteration. This approach allows the grid points of each color to be updated using the most
recently computed values from the other colors. For example, when updating a reference
grid point colored green, the neighboring grid points colored red and black are taken from
the current iteration, while the orange values are taken from the previous iteration, as
presented below:

G 1) _ G
WS = S+ ( (19

1
R’i‘ )
—4+ 8b ’j>

Rij = Fij— 2b(UngH + Uz9r1,j+1 + Ugr1,j—1 + Ug-l,j—l)(n)
(1= 4b) Uy + U + UP + UL )0 — (—4 4+ 80)(US)™, (20)

and the superscripts in U indicate the corresponding color. This configuration is expected
to lead to faster convergence than the original SOR method, as demonstrated by the nu-
merical results presented in the next section. However, further theoretical investigations
are needed in this direction to better understand and confirm the potential improvements
in convergence. Finally, we emphasize that, similar to the Jacobi method, the MCSOR
method is well-suited to straightforward parallel implementation because all new values
only depends on calculations previous sub-steps.

3 Parallelization using domain decomposition

Instead of computing the solution over the entire domain €2, we subdivide the domain
into smaller parts and compute the solution over each subdomain g, allowing for parallel
computation. Let us define a domain decomposition for the problem using M strips, as

follows
Q=uUM, q,

where . is an vertical strip. Then we find a solution u of the 2D Poison problem such
u = 22/[:1 uy, where ug is the solution of the problem over the strip 2. In practice, we
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solve the discrete problem (12) over the computational domain Q" with step size h, which
is decomposed into M sub-grids QZ, see Figure 4(a).
. - . . . . <a) . . . L . L] . . . . <b> 4

. . o e . . * ! . . . ] o e . . ! o !
Domain QF Domain QF Domain Q% Domain Qf Domain Qf Domain Q%

Figure 4: Sketch of rectangular domain decomposition into smaller sub-domains with
overlapping grid points.

The compact IFD numerical scheme using the MCSOR, method, combined with the
domain decomposition method, requires that each element of the sub-domain obtains infor-
mation from its nine neighbors in each iteration. Consequently, the boundary (or artificial
boundary) approximations of each sub-domain need information from the elements in the
columns of neighboring sub-domains. This presents a challenge when parallelizing the
scheme, as the processes computing the solution in one part of the domain do not have
direct access to the memory of other processes. To address this issue, we propose creat-
ing sub-domains that overlap, ensuring they include the adjacent neighboring elements,
see Figure 4(b). The adjacent information is exchanged using the Message Passing In-
terface (MPI), meaning that neighboring processors communicate with each other. These
communications occur after each sub-step of the MCSOR solver within each sub-domain.

4 Numerical examples

In this section, we perform several tests to analyze the capabilities of the numerical scheme
and describe the differences between standard finite difference methods and the implicit
finite difference method within the parallel paradigm.

The error is analyzed by comparing the exact and numerical solutions, and it is measured
using the [°°- and [2-norms at all grid points. The order of accuracy is calculated as follows:

Log (I| - lInvi /Il - llvs)
Order := ,
log(Ng/Nl)

(21)

where ||-||n, and ||-]| n, represent the error norms with a resolution relative to grid resolution
N7y and N, respectively.

Next, we conduct several examples to test the robustness of the proposed methodology.
We present different examples using iterative solvers such as Jacobi, SOR, RBSOR, and
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MCSOR methods to find the solutions of the resulting linear system. However, only Jacobi,
RBSOR, and MCSOR are suitable for parallelization.

4.1 Example 1

In this example, we show that the numerical method can recover the numerical solution with
great accuracy. We consider the 2D Poisson problem over the unit square = [0, 1] x [0, 1]
given by

Upy +Uyy = —8m2sin(2mx)sin(27ry), (2,y) € (0,1) x (0,1), (22)
U(l‘,y) = 0, (xay) € 0Q. (23)

Notice that we impose the Dirichlet boundary conditions at the boundary 0f2. The exact
solution of problem (22) and (23) is given by the function

u(x,y) = sin(2rwz) sin(2ny), (z,y) € Q.

Figure 5 shows the numerical and the absolute error for example using a grid resolution
with NV = 80. Notice that even when we use a coarse grid resolution, we obtain an accurate
numerical solution. Table 1 shows the convergence analysis for Example 1. As expected,
the numerical order for the FD and IFD methods corresponds to second- and fourth-order
accuracy, respectively. This confirms that the proposed IFD scheme provides an accurate
approximation.

Table 1: Norm errors and accuracy orders for different values of N in FD and IFD
methods.

FD (b=0) IFD (b=1/2)
N [*°-norm Order 12-norm Order [®°-norm Order 12-norm Order
20 8.27E-03 — 4.13E-02 — 2.69E-05 — 1.34E-05 —
40 2.06E-03 2.01 1.03E-02 2.01 1.69E-06 3.99 8.44E-07 3.99
80 5.14E-04 2.00 2.57E-03 2.00 1.06E-07 4.00 5.28E-08 4.00
160 1.29E-04 2.00 6.43E-04 2.00 6.64E-09 4.00 3.30E-09 4.00

The SOR iterative solver has a parameter 0 < w < 2 that can be tuned to improve
performance. Figure 6 illustrates how the number of iterations depends on the parameter
w for a given tolerance of £ = 1072 and a grid resolution of N = 320. Figure 6(a) compares
the FD and IFD methods, showing that the implicit method not only provides better
accuracy but also achieves greater efficiency in terms of the number of iterations required
for convergence when the using SOR method. Figure 6(b) shows that both multicolor
methods exhibit similar behavior to the standard SOR method. Here, MCSOR requires
fewer iterations for convergence compared to RBSOR.

Figure 7(a) shows residual errors for the SOR and Multicolor SOR methods with w = 1.8
and a grid resolution of N = 320. As expected, in all methods, the residual errors decrease
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Figure 5: The numerical solution and the absolute error for Example 1 using a grid

resolution with N = 80.
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Figure 6: Iterations for the corresponding w were performed to achieve a tolerance of
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e = 107? in Example 1, utilizing a grid resolution of N = 320.
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as the number of iterations increases, with the IFD methods offering better efficiency in
terms of requiring fewer iterations. On the other hand, Figure 7(b) shows the [*°-norm of
the absolute error between the numerical and exact solutions of the problem. Note that
the IFD method not only improves efficiency but also offers greater accuracy, a distinct
advantage inherent to this implicit technique. Although the results are not shown here, the
Jacobi iteration solver demonstrates similar behavior between the IFD and FD methods.
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Figure 7: The [*°-norm of residual errors (||Az —b||) for the iterative solvers and their
corresponding [*°-norm of absolute errors (||U — ul|) are shown for w = 1.8, with a
tolerance of € = 1072 and a grid resolution of N = 320 for Example 1.

4.2 Example 2

In the second example, we test our numerical scheme on a more challenging problem char-
acterized by oscillatory behavior, a key aspect often encountered in computational fluid
dynamics simulations. Here, we demonstrate not only the performance of the parallel
implementation of the implicit finite-difference method but also a comparison with the
standard central finite-difference method (the five-point stencil scheme).

Let us consider the 2D Poisson problem over the unit square {2 defined by

Uz + Uy —80072 sin(207x) sin(207y),

(x,y) € (0,1) x (0,1)
u(xay) = 0,

(x,y) € 09.

(24)
(25)
Notice that we impose the Dirichlet boundary conditions at the boundary 0€2. Here, the
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exact solution of problem (24) and (25) is given by the function
u(z,y) = sin(20mz) sin(20my), (x,y) € Q.

Problems with large oscillations (high frequency) bring challenges for numerical approxi-
mation, as capturing these oscillations accurately requires a large number of grid points.
While this may seem like a minor issue for static problems, it becomes significant when
solving large Poisson problems as part of evolutionary simulations, such as those involving
the Navier-Stokes equations over long time periods.

Figure 8 shows the exact solution and the absolute errors obtained from both the stan-
dard and implicit finite difference schemes using a resolution of N = 80. As expected, the
implicit method yields an accurate approximation. It is also noteworthy that, in both cases,
the errors are distributed throughout the entire domain.

; Exact solution, (N=81) Absolute error (FDM) Absolute error (IFDM) %1073
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Figure 8: The exact solution and absolute errors for the FD and IFD schemes corre-
sponding to Example 2, using a grid resolution of N = 80.

Table 2 shows the norm errors and simulation time in seconds of the proposed FD
methods using a stopping criterion of ¢ = 107 and w = 1.85. Similar to the previous
example, IFD shows higher accuracy as the standard FD method. For instance, to obtain
an approximation with an absolute error less than 1073, results shows that the FD method
requires N = 640 grid points, whereas the IFD method only needs N = 160 grid points.
Furthermore, the computational time required to achieve this absolute error using the Jacobi
method with the FD method (47.24 seconds) is approximately 337 times longer than with
the IFD method (0.14 seconds). On the other hand, using more advanced and faster solvers
such as RBSOR and MCSOR provides the same precision, but both are significantly faster
than the Jacobi method. For instance, MCSOR is approximately 30 times faster than
Jacobi when using N = 640.
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Table 2: Absolute errors and performance for various resolutions of N for the FD and
IFD methods using a single processor.

FD (b = 0) IFD (b= 1/2)
N [*°-norm 12-norm Jacobi(s) RBSOR(s) [*°-norm 12-norm Jacobi(s) MCSOR(s)
40 2.34E-01 1.17E-01 0.000125 0.00424 1.30E-02 6.52E-03 0.000131 0.00539
80 5.30E-02 2.65E-02 0.01 0.0173 1.01E-03 5.07E-04 0.00878 0.0224
160 1.30E-02 6.48E-03 0.17 0.0683 6.54E-05 3.27E-05 0.14 0.0956
320 3.22E-03 1.61E-03 2.81 0.28 4.13E-06 2.06E-06 2.42 0.39
640 8.04E-04 4.02E-04 47.24 1.19 2.58E-07 1.29E-07 39.91 1.58

4.2.1 Parallel performance

To analyze the performance of the proposed method, the resolution of the numerical problem
will be set into N = 641 and N = 1281 (more than 400 thousand and 1.6 million of grid
points, respectively). The stopping criterion is set to ¢ = 107, This stringent tolerance is
selected to ensure that both FD and IFD methods reach their theoretical absolute error.
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Figure 9: The speedup and elapsed time for the FD and IFD schemes at different
resolutions are analyzed using various numbers of processors and the Jacobi solver,
with a tolerance of ¢ = 1077.

Figure 9 shows the speedup and elapsed time for solving the 2D Poisson problem using
different schemes and resolutions with the Jacobi solver. Note that the speedup and elapsed
time are nearly identical in both cases; however, the IFD method yields more accurate
results. In this case, the maximum error for the FD method is approximately 10~%, while
for the same setting with the IFD method, the maximum error is close to 107, Finally, it
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is worth noting that the computational time with 32 processors is 24.6 seconds, which is 26
times faster than the sequential solver (641.46 seconds) when using the IFD with N = 1281.
This represents a reduction of nearly 96% in the original runtime.

Figure 10 illustrates the performance for the RBSOR and MCSOR solvers. It is im-
portant to note that RBSOR and MCSOR are quite different solvers, as they consider the
stencil structure for both FD and IFD techniques. Therefore, they recover the solution by
accessing the global matrix in different ways and perform different arithmetic operations.
However, both methods achieve the same accuracy as described for the Jacobi solver. In
terms of parallel performance, the MCSOR method achieves a computational time of 2.37
seconds with 32 processors, making it 16 times faster than the sequential solver (37.99 sec-
onds) for the IFD with N = 1281. This represents a nearly 94% reduction compared to
MCSOR on a single processor. Moreover, this parallel execution is 270 times faster than
the sequential Jacobi solver, yielding a 99.6% reduction in runtime.

Speedup Elapsed time

-o- FD + RBSOR (N = 641)
—e—IFD + MCSOR (N=641)
-o- FD + RBSOR (N = 1281)
——IFD + MCSOR (N=1281)

30

25

20

speedup

10 v -

' ~o FD+ RBSOR (N = 64)
57 —e—IFD + MCSOR (N=641) ||
-0 FD+ RBSOR (N = 1281)
—o—IFD + MCSOR (N=1281)

5 10 15 20 25 30 20 25 30
processors processors

Figure 10: The speedup and elapsed time for the FD and IFD schemes at different
resolutions are evaluated using various numbers of processors and the RBSOR and
MCSOR solvers, with a tolerance of ¢ = 1077.

5 Conclusions

We present an implicit finite-difference scheme combined with domain decomposition and
the Multicolor SOR method for solving the 2D Poisson equation. This scheme provides a
fourth-order approximation, consistent with its sequential counterpart. Our experiments
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demonstrate that, under the same conditions, the IFD method produces more accurate
solutions than the standard finite-difference method. Moreover, the speedup and elapsed
time are comparable for both numerical schemes, making the IFD method an attractive
option since it delivers better results with the same computational effort. In future work,
we propose developing a sixth-order implicit finite-difference scheme to solve 2D and 3D
Poisson problems.
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Un Modelo Matematico de la Formacion de la Orina
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Resumen

En este trabajo, se estudia un modelo mateméatico de la hemodinamica renal involucra-
da en la producciéon de la orina. El modelo se compone de tres submodelos: uno para
la etapa de filtraciéon glomerular, que da entrada a la sangre que se procesa en el rinén,
otro para el proceso de autorregulacion renal que define el flujo de sangre que debe
entrar al rifn6én, para mantener su correcto funcionamiento, atin frente a variaciones de
la presion sanguinea y el altimo para las etapas de reabsorcion y secrecién, correspon-
diendo la primera al proceso mediante el cual los rinones recuperan sustancias tutiles
del filtrado glomerular y las devuelven a la sangre y en la segunda los rinones eliminan
sustancias no deseadas desde la sangre hacia los capilares peritubulares.

Palabras clave: Hemodinamica renal, filtrado glomerular, secrecion renal, reabsorcién renal.

1 Introduccién

Junto al cerebro y el corazon, el rinén es un o6rgano fundamental en el sistema car-
diovascular, ya que recibe aproximadamente el 20 % de la sangre que el corazén expulsa
hacia el organismo, en cada latido. Entre sus principales funciones se encuentran: regular
la presion arterial, eliminar los desechos toxicos a través de la orina y producir la hormona
que estimula la formacion de los gloébulos rojos [5].

Cuando no hay un funcionamiento adecuado del rinén, pueden presentarse enferme-
dades renales de diversas formas, desde infecciones y calculos renales hasta enfermedades
cronicas como la nefropatia diabética y la enfermedad renal cronica (ERC). Estas generan
un problema de salud cada vez mas importante a nivel global, afectando no solo la vida
de los pacientes, sino también generando una carga significativa para los sistemas de salud
debido a su alta prevalencia y costos asociados.

“jorge.lopez@ujat.mx
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Por otra parte, los modelos hemodindmicos renales proporcionan una comprension pro-
funda sobre los patrones y comportamientos del flujo sanguineo renal, lo que puede permitir
detectar anomalias y disfunciones que de otra manera podrian pasar desapercibidas. Asi-
mismo contribuyen a tener una perspectiva global e integral del problema, lo que coadyuva
a avanzar en el diagnodstico, tratamiento y prevenciéon de las afecciones renales.

Ahora bien, el torrente sanguineo arrastra una gran cantidad de sustancias, muchas de
la cuales entran al rinén y alguna proporciéon de estas pasa a formar parte de la orina.
Sin embargo, la mayorfa de los modelos nefrolégicos consideran solo la concentraciéon de
una sustancia [6]. Estos modelos se han utilizado con fines terapéuticos o tratamiento de
enfermedades via control (cantidad de medicamentos)|2], y también con fines de diseno de
rinones artificiales. En general el modelado del proceso de hemodialisis se basa en ecuaciones
cinético-hemodinamicas [3]| o ecuaciones cinético-mateméticas [1].

Figura 1: Esquema de las etapas de la formacion de la orina en la nefrona [6].

Formacion de laorina en la nefrona
Capilar
Tabulo

peritubular
~N contorneador
distal

Arteriola eferente

Glomérulo

Arteriola aferente
Capsula de
Bowman

Filtracién, desde la sangre
hacia la capsula de Bowman.
Reabsorcién, desde los tabulos
renales hacia la sangre.
Secrecion, desde la sangre hacia los
tabulos renales.
Excrecion, desde el aparato urinario
hacia el exterior.

__ Hacialavena
renal

Tubulo colector

Por la pelvis
renal hacia
el uréter

Asa de henle

En este contexto, el proposito de este trabajo es analizar la hemodindmica renal mo-
delando matematicamente los procesos béasicos de la producciéon de la orina, siguiendo las
ideas expuestas en [6] . Para esto se asumen varias cosas: que el tejido renal es homogéneo,
que ciertos parametros fisiolégicos son constantes y que la anatomia del rinén es simple.
Ademas, se supone que el flujo sanguineo es uniforme, se simplifican las interacciones qui-
micas y se asume la ausencia de patologias. Con estos supuestos, el modelo resultante se
puede resolver al menos numéricamente. En su mayoria este trabajo es expositivo, aunque
se complementa con el desarrollo de los detalles que justifican las afirmaciones, y con los
resultados de las simulaciones propias respectivas que no estan en el articulo. El modelo que
se considera esta formado por: i) una EDO de primer orden con dos condiciones de fron-
tera (el valor de una de ellas es también desconocido y debe determinarse como parte del
modelo), ii) una EDP con retardo, con una condicién de frontera y su respectiva condiciéon
inicial, y iii) 8 EDOs adicionales con sus respectivas condiciones iniciales.
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2 Formulacion del modelo

La principal unidad operativa del rindn se llama nefrona, de la que hay aproximadamente
un millén en cada rifién y cada nefrona es capaz de formar orina por si misma. Es en esta
donde se llevan acabo las 3 etapas para la produccion de la orina (ver figura 1). En la primer
etapa, la etapa de filtracion glomerular, el glomérulo filtra el agua y otras sustancias del
torrente sanguineo.

Cada nefrona tiene un glomérulo cuya funcién es un filtrado inicial de la sangre. El
glomérulo consta de una red de capilares envuelto por la capsula de Bowman (una estructura
en forma de copa). La presion arterial de la sangre en los capilares empuja el agua y los
solutos pequenios hacia la capsula de Bowman, a través de una membrana de filtrado. Con
esto inicia el proceso de formacion de la orina [6]. Aproximadamente el 20 % de la sangre
que entra a la nefrona, se filtra hacia la capsula de Bowman. Tanto las plaquetas como las
proteinas plasmaticas y células sanguineas son demasiado grandes para pasar por el filtro,
por lo que éstas continiian por la arteriola eferente, formando el 80 % del liquido que no se
filtro [5].

2.1. Modelo para la filtraciéon glomerular.

Para modelar mateméaticamente la dinamica del filtrado glomerular [6], suponemos que
los capilares glomerulares se distribuyen en una regioén en forma de un tubo unidimensional
con flujo g1 y que la capsula de Bowman que lo rodea también tienen la misma forma y
flujo g2 (ver figura 2). Suponemos que el filtrado glomerular se da a través de una pared
capilar de logitud L (linea punteada de la figura 2). Dado que el flujo a través de los capilares
glomerulares es proporcional a la diferencia de presiéon a través de la pared capilar, el modelo
para la filtracién glomerular es

Figura 2: Modelo tubular del glomérulo [6].

Y= Kp(Py— P+ m%), 0<z<lL,

71(0) = Qi (1)
QI(L) = Q€7
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junto con las relaciones

Py — RoQ; = P, (2)
PI_P62R6Q67 <3)
Py — Py = RqQq, (4)

donde

= P, y P» son las presiones hidrostéticas del fluido en los tubos 1 y 2 respectivamente
(como se muestra en la figura 2) y satisfacen las relaciones (2),(3), (4), donde P,
representa las presiones, R; las resistencias y @); los flujos. Aqui, ¢ = a,e,d y a hace
referencia a la arteriola aferente, e hace referencia a la arteriola eferente y d hace
referencia al tibulo descendente. @QQ; denota el flujo de entrada, es decir el flujo en
x = 0. Q; y Q. son ambas desconocidas y deben determinarse. Esto hace que este
problema esté bien definido y sea no trivial.

» K es la tasa de filtracion capilar.

= 7; es la presidon osmoética tanto de las proteinas suspendidas como de otras sustancias
de alto peso molecular y depende de ¢;.

2.1.1. Solucién del modelo para la filtracién glomerular.
2.1.2. Solucién analitica implicita

Con unas simplificaciones algebraicas, la EDO en (1) se puede resolver por el método
de separaciéon de variables. La solucion esta definida implicitamente por

1 [ - KyQim;

Kp (P, — Pp) (P " (Kp(P, — P + KpQim)| =2z +C. (5)

Usando la condicion inicial ¢1(0) = @; y final ¢1(L) = Q., determinamos la constante
de integracion C. Usando propiedades de logaritmo y haciendo algunas manipulaciones
algebraicas (ver [4]), se llega a la siguiente expresion

Q.
Q:

+ aln (6)

—

Qe _
aQ;

donde a = (1317:7"132).
En resumen, hasta ahora tenemos la solucion implicita para ¢; dada por (5) y la de Q., Q;
dada por (6) y ademas tenemos la relacion @Q; = Q. + Qq4. Asi que si damos un valor para
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Q4 podemos resolver (6) para Q. y obtener @; o de igual forma resolver (6) para Q; y
obtener .. También obtenemos F,, via la relacion (2).

Atn con esto no podemos obtener una formula explicita para g; pero si podemos resolver
numéricamente, como lo explicaremos en la siguiente seccion.

2.1.3. Solucién numeérica

Los valores tipicos de los parametros son P; = 60, P, = 18, P, = 100, P, = 18, P; =

14—18,m; = 25mmHg, con Q; = 650, Qg = Q;— Q. = 125ml/min. Estos valores correspon-
den a una dindmica estacionaria del rinén, donde los parametros permanecen constantes.
La solucion del modelo con estos parametros se ilustra en la figura 3 (izquierda) para ¢
obtenida cuando Qg = 125, que se obtuvo dandole valor a ()4, a las resistencias Ry, R. y a
las presiones P, Pd y m; especificadas y fijadas en niveles tipicos. Con esto, resolvemos (6)
para @; (utilizando un simple algoritmo de biseccion) y @, a partir de ello, las presiones
correspondientes Py, Py, P, se determinan con ayuda de (2)-(4). Con los valores de Q. y Q;
podemos darle solucion la ecuacion (5) por medio de biseccion para encontrar a g o bien
aplicar un método como runge Kutta para problemas de valor inicial.
Si quisiéramos estudiar el funcionamiento del rifién en estado no estacionario, por ejemplo,
en una situacién donde variara la presion de la arteria aferente P, entonces esto haria va-
riar todos los demas parametros. Los flujos y las presiones varian en funciéon de la presion
arterial. Para entender algo de esta variacién, se dan valores para )y y para cada una de
ellas se hace el procedimiento explicado anteriormente, obteniendo a Q;, Q., P1, P2, P, co-
rrespondientes a cada Qg y se grafican (como se muestran en la figura 3 derecha) la tasa
de flujo sanguineo renal @); y la tasa de flujo de filtracién glomerular ). como funciones de
la presion arterial P,. Observamos que tanto ); como @4 crecen linealmente con respecto
a P,. Sin embargo, en la realidad (segun los datos mostrados en la figura 4), la tasa de
filtracién glomerular permanece relativamente constante incluso cuando la presiéon arterial
varia entre 75 y 160 mmHg, lo que sugiere que existe cierta autorregulaciéon en la tasa de
filtracion y por tanto en las tasas de flujo @);. Este fendmeno lo estudiaremos en la siguiente
seccion.

2.2. Autorregulacion

En la segunda etapa, que es la reabsorcion, algunos nutrientes y agua del liquido filtrado
que fluye por el tubulo renal se reincorporan al torrente sanguineo (capilares peritubulares).
Lo que retorna son grandes cantidades de: aminoacidos, vitaminas, agua, glucosa, parte de
la urea, los iones K, Na™, NaHCOj3 (bicarbonato), Cl~, HPO, (fosfato).

Por lo que se concluy6 en la seccién anterior, es claro que el rindén necesita regular la tasa de
filtracién glomerular. La funcién principal del tuabulo ascendente grueso es bombear iones
de sodio Na™ fuera de éste hacia el espacio intersticial, siendo casi totalmente impermeable
al agua. Si la velocidad de flujo es lenta a través del tubulo, habré una mayor reabsorciéon y
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Figura 3: Grifica de la Curva q(x) correspondiente a Qg
Q; = 6521 y Q. = 5271, x € [0,L] (izquierda). Grdficas de Q

(derecha).
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Figura 4: Grdficas reales del flujo sanguineo renal con autorregulacion y de la tasa de

filtracion glomerular [6].
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una concentraciéon de Cl~ baja al final del tibulo que esta conectado con la macula densa
y el glomérulo. Por otro lado, cuando la velocidad de flujo es alta, hay una baja reabsorcion
y se produce una mayor concentracion de Na™ y Cl~ en la macula densa. Esto se resume

en el cuadro 1.

Tabla 1: Relacion del flujo, la reabsorcion y la concentracion de cloro en el tibulo

ascendente.

Flujo del tabulo ascendente | Reabsorcion | C(L, T)
Caso 1: lento Alta Baja
Caso 2: rapido Baja Alta

Para normalizar el flujo del tubulo ascendente ya sea porque este sea lento o rapido, las
células de la macula densa responden a la disminucion de la concentracion de NaCl (a través
de un mecanismo no completamente conocido) liberando un vasodilatador que aumenta o
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Tabla 2: Acciones que se deben tomar en las arteriolas para aumentar o disminuir el
flugo.

Flujo ¢1 Filtracion P R, R,
Caso 1: Aumentar | Aumentar | Aumentar | Disminuir | Disminuir

Caso 2: Disminuir | Disminuir | Disminuir | Disminuir | Aumentar

disminuye la resistencia de las arteriolas aferentes. En el caso 1, es decir cuando el flujo es
lento, las células yuxtaglomerulares liberan renina, una enzima que promueve la formacién
de angiotensina II, la cual constrinie las arteriolas eferentes. Esto resulta en un aumento
simultaneo del flujo de filtrado a través del glomérulo. En cambio, en el caso 2, cuando
el flujo es rapido, la concentracion de NaCl en la macula densa aumenta, se disminuye la
resistencia de la arteriola aferente y aumenta la resistencia de la arteriola eferente, lo que
disminuye la tasa de filtraciéon y el flujo a lo largo del tubulo. Esto se resume en el cuadro
2.

2.2.1. Modelado de la concentracién de C~ para la autorregulaciéon

Un modelo sencillo de las oscilaciones tubuloglomerulares [6], se centra en el papel de la

concentracién de cloruro en la rama ascendente gruesa. Para modelar mateméticamente esta
dindmica, suponemos que la rama ascendente gruesa tiene forma de un tubo unidimensional
de longitud L y radio constante, a través del cual el Cl™ es transportado y al mismo tiempo
bombeado a través de las paredes del ttibulo (es el Na™ el que se elimina activamente, pero
como el Cl~ sigue pasivamente, el efecto es el mismo).
Supondremos que la concentracién de cloruro es uniforme en cada seccién transversal. Si
usamos una coordenada y para describir cada seccién transversal del tibulo y dado los
supuestos que hemos mencionado, denotamos por C(y,7) la concentracion de Cl~ en la
seccion transversal asociada con y en el momento 7 y modelamos esa concentraciéon con la
siguiente ecuacion diferencial parcial de transporte

oC oC

s +o(C(L, T —7))8—y =—R(C), ye(0,L),7€(0,00),C(0,7)=Co=cte, (7)
donde R(C) representa la tasa de eliminaciéon de Cl~ del tubo mediante el bombeo de Na*
y d’% la tasa de cloro que pasa a través de cada seccién transversal. Consideramos las

expresiones siguientes

R(C) =r.0C, ¢(C)=F,+ Fstanh(a(C — C)),

con « constante, Fs una diferencia de presiones, F, el flujo de referencia de una persona
normal y C' la concentracién de CI™ para la cual ¢ tiene un punto de inflexién, constante.
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A esta ecuacion de transporte le asociamos la condicion inicial C(0,7) = Cy = cte.

2.2.2. Analisis cualitativo de la soluciéon del modelo para la autorregulacién

Introducimos el cambio de variable y = Lz, 7 = F%t,C’(y,T) = Coc(z,t) y definimos
T = F%f, K, = %, Ky = Cp,Q2 = (0,1)x(0,T) donde ¢ es el periodo de retardo adimensional.
De donde obtenemos la ecuacién diferencial parcial retardada

% + F(C(l,t _%))% = —,U,C,V(fﬂ,t) = Q’
c(z,0)=0, V = €(0,1] (8)
c(O,t) =1, V t € [O,T].

con F(c) = 14 Ky tanh(K>(C — ¢)) y p = 7. Para iniciar el estudio de la ecuacién (8),
o

vamos a obtener las soluciones en estado estacionario. Es decir le daremos solucién a la

ecuacion

P(s(1) 5 = —ps, (9)

con s(0) = 1. Claramente la solucion de esta ecuacion es

s(x) = e, (10)
con k = 4ty El valor de k debe ser determinado y tomando en cuenta que s(1) = e ",
el valor de k debe satisfacer

kF(e™®) = p. (11)

Dado que F es una funcion decreciente de ¢ ya que F'(c) < 0, asf existe un tinico valor de
k para el cual se cumple (11) y por tanto, una solucion unica en estado estacionario.

Al analizar la estabilidad de s(x) se presentan oscilaciones en la concentracion de Cl~ de
la macula densa, y por tanto en las demés variables como la tasa de flujo y la presién
glomerular, estas podrian ser explicadas por un mecanismo similar al de una bifurcacién
de Hopf. En este mecanismo, existen algunos parametros que dentro de un rango producen
soluciones oscilatorias que convergen al estado estacionario, mientras que para otro rango
de valores de los parametros resultan soluciones que oscilan sin acercarse, alrededor del
estado estacionario. Podemos encontrar més sobre esto en [4].

2.2.3. Solucién numérica de la concentraciéon de CI~ a través del tiempo

Se realiz6 un programa para aproximar numéricamente la solucién del problema (8).
Para ello realizamos los siguientes pasos:
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1. Discretizamos en (M + 1) x (N + 1) nodos ((M x N) rectangulos) a Q. Para esto,

consideramos una particiéon x; en x, donde

hz =1/M,
xj=j*hx, j=0,1,...,M,
370:0733M: )

y una particiéon ¢; en ¢, donde

ht =T/N,
ti=1txht, 1=0,1,..,N,
to=0,ty =1T.

De lo anterior se tiene como resultado una malla con nodos o vértices n;; = (x;, ;).
Para calculos posteriores necesitamos enumerar cada nodo n;; = (x;,t;) y esta nume-
racion se hara recorriendo las rectas horizontales de abajo hacia arriba y los nodos en
cada recta horizontal recorridos de izquierda a derecha, numerando cada intersecciéon
entre ellas. Al nodo n;; se le asocia el numero de nodo k = (i —1)M +j,j =1,..,N
et =1,..,N. Esto se muestra en la figura 5.

Figura 5: Resultado del paso 1: Malla computacional.

. Construimos una aproximacion c¢;; para c(xj,t;), es decir, para la solucién en cada
nodo n;; = (x4,t;). De acuedo a las condiciones de frontera para toda ¢ conocemos el
valor de la funcién en z = 0, entonces simplemente le asignamos a los nodos con esta
caracteristica el valor 1. Para todos los demés nodos se aproxima la solucién mediante
el método de Euler explicito, que se resume en el siguiente esquema

S S
Cij = <1 - p) C(i-1)j T+ LD (12)

parai=1,2,..,Ny j=1,2,...M con p= (1/Nz)/(T/Nt) y s = F(c(1,t; — t)) =
F(c(i—itg)nr), donde itg es la parte entera de Nit



Boletin de la Sociedad Mexicana de Computaciéon Cientifica y sus Aplicaciones 64

3. Finalmente construimos una funcién ¢ continua por pedazos, a partir de los valores de
aproximacion obtenidos en lo anterior. Esta funcion seré la aproximaciéon numeérica de
la solucion para la ecuacion (8) y graficandola obtenemos graficas dadas en las figuras
6y7.

Dado el dominio = (0,1) x (0,T), con F(z) = 1+ kytanh(ke(¢ — z)) y los valores tipicos
de los pardmetros K1 = 1, Ko = 10,¢ = e(_o’gl),,u = 0,5, con las ideas anteriores, hicimos
un programa para encontrar las soluciones numéricas de la concentracion de Cl~ a través
del tiempo y con los datos siguientes para el caso estable v = 0,1223,t = 0,2,5 =1, (ver
figura 6) y para el caso inestable v = 3,1787,t = 0,2, % = 1 (ver figura 7). La concentracion
de Cl™ se representa en unidades adimensionales y la concentracion al inicio de la rama
ascendente gruesa es 1. La variable ¢ también es adimensional; para obtener segundos se
debe multiplicar por 15.5 .

Una vez obtenida la concentracién de Cl~ como funcién global es decir la superficie obtenida
para cada x y t, para nuestros propositos la grafica de la concentracion de Cl™ que nos
interesa es cuando estamos al final del asa ascendente de Henle, es decir en este caso
para x = 1, graficas a la derecha en las figuras 6 y 7. Esta sera la concentracion (en
x = 1) que vamos a monitorear para saber cual debe ser la cantidad de flujo en la filtracion
glomerular Q4 (la variable ()4 es adimensional, para hacerla dimensional se debe multiplicar
por F, = 10). Si se da que en cierto tiempo ¢(1,t) > s(1), se tendria que acelerar el flujo,
al contrario, si en cierto tiempo se da que ¢(1,t) < s(1) se tendria que disminuir el flujo.
Esto se hace modificando las resistencias de las arteriolas aferente y eferente, lo cual tienen
como efecto la modificacion respectiva de la presion, del flujo y de la concentracion. A este
efecto le llamamos autorregulacion.

Con las acciones que se hacen para los dos casos anteriores, se puede regular el flujo para
que a medida que la presién aumente, el flujo ()4 se vuelva casi constante, como se muestra
en la figura 8, que se obtuvo fijando la resistencia R, y variando la resistencia R.. Con
esto observamos que aunque la presion aumente, ()4 se puede mantener acotada variando
adecuadamente las resistencias.

Figura 6: Caso estable de las soluciones oscilatorias del modelo de la concentracion de Cl™ para la
autorregulacion, a la izquierda la superficie de la concentracion de Cl~ para cada x y t, a la derecha la curva

que pertenece a x = 1 para toda t.
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Figura 7:  Caso inestable de las soluciones oscilatorias del modelo de la concentracion de Cl~ para la
autorregulacion, a la izquierda la superficie de la concentracion de Cl~ para cada x y t, a la derecha la curva

que pertenece a x = 1 para toda t.

Concentracion c(x,t) en x = 1.

Figura 8: Grafica del flujo Qq con el proceso de autorregulacion.

Grafica del flujo filtrado (Qd) con con respecto a Pa

35 40 a5 50 55 60 65 70 75
Pa

2.3. Modelado de la reabsorciéon y la secreciéon

En esta etapa de secrecién, se eliminan sustancias no deseadas hacia los tubulos renales,
funcionando como un proceso inverso a la secrecion. En la nefrona, el fluido dentro del asa
de Henle fluye en direcciones opuestas en los segmentos ascendente y descendente, lo que
permite la creacion de un gradiente osmotico en la médula renal. Este gradiente facilita la
reabsorciéon de agua. Ademés, debido a la conexién en el extremo inferior del asa de Henle,
el flujo y la concentracion de solutos que salen del tubo descendente deben coincidir con los
que entran en el tubo ascendente.

Siguiendo a [6], consideramos que el asa de Henle consta de cuatro compartimentos: tres
tiubulos (rama descendente, rama ascendente y conducto colector (tibulo amarillo en la
figura 1)) y un compartimento tnico para el intersticio y los capilares peritubulares (tibulo
rojo en la figura 1). El lecho intersticial /capilar se trata como un tubo unidimensional que
recibe liquido de los otros tres tibulos y lo entrega a las vénulas. En cada uno de estos
compartimentos, seguimos el flujo de agua y la concentracion de solutos.

Suponemos que el flujo en cada uno de los tubos sigue un patrén simple (positivo en la direc-
cion x positiva), con tasas de flujo qq, qa, ¢c, ¢s para los tabulos descendentes, ascendentes,
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colectores y los tubulos intersticiales, respectivamente. De igual manera, la concentracién
de soluto en cada uno de estos se representa como cg, ¢4, Ce, Cs. Se considera que los tubulos
son unidimensionales, con el flujo del filtrado glomerular ingresando a la rama descendente
en x = 0, pasando de la rama descendente a la ascendente en x = L, dirigiéndose desde la
rama ascendente al conducto colector en x = 0, y finalmente saliendo del conducto colector
en x = L. Se asume que el intersticio/compartimento capilar se vacia en x = 0, y que no
hay flujo en z = L. Para una mejor comprensiéon de lo anterior, ver figura 9.

Figura 9: Diagrama del modelo de cuatro compartimentos del asa de Henle [6].

El sistema de ecuaciones que resultan en nuestra modelaciéon de la actividad en el asa
de Henle es:

L — p,— 7 — Py+2RT(ca—¢5), qa(0) = Qi — Qo
ZS?;CI)O: hd(C(sL)—Cd)_, (ng()) = ¢40,

e 1 o '

E:_P ]i T Ci(P) —I;}l%(T(); —¢s) (0) = —qq(0)
m*ij(c s—c)c c(O)*cc(Oj’ " e
dqfx_ _d C S C)y (63 - a_ bl

=@t datac), as(0) = qe(L) — qa(0),

\ % = _%(Qdcd + GaCa + qCCC)7 CS(O) = CC(L) - Cd(O)a

2.3.1. Solucién del modelo para la reabsorcién y secrecién

Con fines de simplificar la descripcién de la solucion del modelo, haremos una adimen-
sionalizacion al sistema de ecuaciones (13), normalizando los flujos y las concentraciones de

solutos, con

4q; Cj .
':U:Ly?Q: 70‘: ,]:d,a,c,s
7 qa(0) 7 cq(0)

£ . . _ q 0 _P"‘Fﬂ'sfps _ Lhj -
y los pardmetros adimensionales p; = W(d()o)kj’ AP; = m, H; = %—(8),3 =d,c.

La version adimensional de (13) es
Qs _ 1

dy o [~AP;+ (Cqg — Cs)],  Qa(0) =1, (14)
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(%‘;Cd) —Ha(Ca—Cs), Ca(0) =1, (15)

dﬁ?y@ 0, Qu(0) = Qu(D). (16)

C{{f g Call) = CulD), a7

9 _ T ans ey am--a0 (18)

d<%cy C> = _Hc(cc - Cs)a Cc(o) = Ca(0)7 (19)

dczs =@+ Q4 Q). Q0) = QulL) - Q0 (20)

(Ci; S) = _I(Qdcd + QaCa + QcCc)a CS(O) = CC(L) - Cd(o) (21)
Y Y

La ecuaciones (14)- (21) tienen las siguientes soluciones implicitas, respectivamente

pa(Qa—1) + hl[d(QdC'd — 1) = —AFyy, (22)

Calt) = Fy(Quvy) = g1+ palla(1 = Qu) — APatay), (23)

Qa(y) = Qa( ) - ( ) Qas (24>

2a(0 )Cd(o)y + Qa(0)Cy(0)

25

Ca(y) = Q. )

(25)

Pe(Qc — Qc( ))+*(Qc0 Qc(0)Cc(0)) = —APy, (26)

Ce(y) = F2(Qe,y) = 0. (Qc( )C ( ) + pcHe(Qe(0)Ce(0) — Qc) — AP:Hcy), (27)
(28)
(29)

Qs(y) = _(Qd + Qo + Qc)(y) + QC(L)’ 28
_(Qdcd + Qaca + QCCC)(y) + QC(L)CC(L)
Qs '

La solucion implicita del modelo de 8 ecuaciones (14)- (21) dice que si conocemos Q4(y),
entonces Cy esta determinada, Qa(y) esta determinada si conocemos Q, y Cq(y), si co-
nocemos Qq, Qc(y), entonces C, estd determinada y finalmente si conocemos Qg4, Qq, Qc,
entonces Qs y Cs estdn determinadas. En resumen si Qg y Q. estan determinadas, las seis
ecuaciones diferenciales restantes (15), (16),(17),(19),(20) y (21) tienen solucién y por lo
tanto el sistema original de ocho ecuaciones estaria resuelto. Asi que lo que hace falta es
resolver el siguiente sistema de dos ecuaciones de primer orden en dos incognitas.

CS(y) = F3(Qd7 Qa7 Qca y) = 29

Qa(0) =1, (30)

{ Pddc?yd =—-AP;+Cq— Cs,
Qd(l) = _Qa(l) = _Qm

pcdgc = —-AP.+ C. — Cs,
QC( )= _Qa(o) = —Qa,
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donde C.,Cs y C4 son funciones de Qg y Q.. Aunque hay tres condiciones iniciales
para dos ecuaciones de primer orden, el nimero (), también es desconocido, por lo que este
problema esta bien planteado. Con esto observamos que la solucién del modelo completo
de 8 ecuaciones se reduce a resolver el modelo de 2 x 2 que en general es dificil de resolver
tanto analitica como numéricamente.

En las siguientes secciones estudiaremos un poco del comportamiento de la solucién de
esta ecuacién, considerando un caso particular o un caso limite que es cuando se considera
ausencia de ADH en la formacion de orina.

2.3.2. Solucién del modelo en ausencia de ADH y de aldosterona

La hormona antidiurética (ADH) regula la permeabilidad al agua en los rinones, mien-
tras que la aldosterona controla la permeabilidad al sodio. La falta de ADH, como en la
diabetes insipida central, provoca la produccién de grandes cantidades de orina diluida. La
aldosterona, producida en la corteza suprarrenal, modula la cantidad de canales de sodio y
la actividad de la ATPasa Na+ / K+, afectando la eliminacion de sodio y potasio. Desorde-
nes como la enfermedad de Addison o el sindrome de Conn ilustran desequilibrios causados
por niveles anormales de aldosterona. Vamos a considerar un caso en particular, suponemos
que no hay ADH presente, entonces p. = oo y que no hay aldosterona presente, H. = 0. En
este caso se deduce que

Qc = QC(O) = —Qa, C.= CC(O) = Ca(()).

En otras palabras, no hay pérdida de agua o de Na™ en el conducto colector por lo que la
ecuacion para (¢, (31) ha sido reducida a una ecuacion algebraica. Por lo que ahora, queda
por determinar lo que ocurre en los tibulos descendente y ascendente. El flujo se rige por
las siguientes ecuaciones

pd% = f(Qd7 Qaay)a

Qa(0) =1,
Qd(l) = —Qu, (32>
Qc(y) = —Qua-

con f(Qg,Qa,y) = Cq — Cs — AP,;. De las ecuaciones (22) y (27) se deduce que

1 (P+ AP Hg)(1 —y)
Ca= 1+ paHa(l — Qa) — APyHyuy), Cs=
Qd ’ ° Qd + Qa
Con @, constante ya que el miembro ascendente es impermeable al agua y C, una fun-
cion linealmente decreciente de y.
Observamos que el problema (32), tiene asociadas dos condiciones de frontera, pero una de
ellas esta en términos de un parametro desconocido (),, que se debe determinar como parte

— paHg.
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del problema.

En el caso que nos ocupa (ausencia de ADH), adicionalmente consideraremos que el tibulo
descendente sea bastante permeable al agua. Lo cual implicarfa que debemos tomar pg pe-
queno en el problema (32). Pero entonces, la ecuacion diferencial (32) es dificil de resolver
tanto analitica como numéricamente ya que resulta ser singular. Dado que @4 es diferen-
ciable e invertible, por el teorema de la funcién inversa, podemos resolver este problema
buscando una solucion en la forma y = y(Qg, pg) que satisface la ecuacion diferencial

f(QdaQad/)diyd = Pd,
{ Qa(0) = 1,QC;Q21) = —Q,(0). (33)

Para resolver este problema buscamos y en funcién de Q4 como serie de potencias de py.

Yy =1yo + pay1 + pay2 + O(p3), (34)
sustituyendo en (33), igualando y expandiendo en potencias de pq, se tiene que
Qo +@Q
y=1 @D 1~ APy(Qa + Hy)] + O(pa). (35)

PQq— APjHqQq
Ahora determinamos @, haciendo y = 0,Q4 = 1 en (35), y despejando @, para determi-
narla, obteniendo A
~Qu=1- SR 1 0, (36)
Ahora podemos graficar y en funcion de Qg y girar los ejes para ver ()4 en funciéon de y.
Esto se representa en las figuras 10. Una vez que se determina ()4 en funciéon de y, podemos
graficar la concentraciéon Cy en funcién de y, dada en la figura 11.

Gréfico de la funcién _Qd(y)

Gréfico de la funcion_y(Qd)

03 =
— o1f

02

Figura 10: Curva del flujo Qq (izquierda) y la curva de la funcion y (derecha) con los
valores de los parametros con los valores de los parametros: P = 0,09, AP; = 0,15, H; =
0,1,pq4 =0,12, H. = 0.

A partir de las graficas anteriores observamos que la funcién Qg es decreciente ya que
hay ausencia de ADH y de aldosteorona en el tubo descendente, es decir no hay regulacion
en el fujo de agua, produciendo una gran cantidad de orina diluida y un flujo rapido. En el
caso de la funcion Cy es creciente ya que no hay una adecuada readsorcion, quedando gran
cantidad de sodio en el tibulo descendente.
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Grafico de la funcion Cd(y)

Figura 11: Curva de la concentracion en el tibulo descendente Cy con los valores de
los pardmetros: P = 0,09, AP; = 0,15, H; = 0,1, p4 = 0,12, H. = 0.

3 Conclusiones

En este trabajo, se presenta un modelo para la hemodinamica renal, centrado en la
produccién de orina. El modelo se descompone en tres submodelos:

1. Filtraciéon glomerular: Se modela mediante una ecuaciéon diferencial de primer
orden con dos condiciones de frontera desconocidas, mostrando que el flujo resultante es
lineal con respecto a la presion arterial, lo cual no es del todo preciso en la realidad debido a
un proceso de autorregulaciéon renal que mantiene constante el filtrado a pesar de variaciones
en la presion.

2. Autorregulacion: Se utiliza una ecuacion diferencial parcial de transporte con retar-
do para modelar la concentracion de cloro Cl~ en el tubulo ascendente del asa de Henle. Se
descubri6 que, dependiendo de algunos rangos de pardmetros, las oscilaciones en la concen-
tracion de Cl~ pueden llevar a soluciones que convergen réapidamente al estado estacionario
o0 a soluciones casi periodicas, lo que sugiere la posibilidad de una bifurcacion en el sistema.

3. Reabsorcion y secrecion: Se aborda mediante un sistema de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias que modela el flujo de agua y sodio en el asa de Henle. Se demuestra que,
en ausencia de ADH y aldosterona, se produce un flujo decreciente de agua, lo que resulta
en una gran cantidad de orina diluida y un aumento en la concentracién de cloro.

En conjunto, aunque el modelo presenta limitaciones, logra simular satisfactoriamente
la dindmica de la eliminacién de desechos metaboélicos a través de la orina en situaciones
especificas.
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Resumen

El chikungunya es una enfermedad viral transmitida por vectores, causada por los
mosquitos Aedes aegypti y Aedes albopictus. No existe un tratamiento médico especifico
ni una vacuna disponible. En este trabajo, se presenta un modelo hospedero-vector
que considera dos estructuras de edad: la edad cronoldgica y la edad de la infeccion
asintomética. Este modelo contempla la variabilidad en el periodo de recaidas y en
la susceptibilidad al virus del chikungunya. A partir de este sistema de ecuaciones
integro-diferenciales, se deriva un caso particular en forma de ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDO). El objetivo de este trabajo es estimar el nimero reproductivo basico
Ry del modelo en EDO para un brote de chikungunya ocurrido en 2015 en Acapulco,
Meéxico. Se aplica un enfoque bayesiano con el método de Monte Carlo Hamiltoniano
para estimar los parametros del modelo en EDO vy, con ellos, posteriormente estimar
el Ry. Estimamos que el Ry es 2.61, con un intervalo de credibilidad del 95 % de (1.66,
3.80), lo cual es consistente con otros informes en la literatura.
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yesiana; Numero reproductivo bésico.

*leoncruz82@yahoo.com.mx

72



Boletin de la Sociedad Mexicana de Computacion Cientifica y sus Aplicaciones 73

1 Introduccién

La fiebre chikungunya es una enfermedad viral transmitida a los humanos por mosquitos
del género Aedes [1]. El virus, que da nombre a la enfermedad, se describié en humanos por
primera vez en 1952 en Tanzania, Africa, donde entre el 60 % y el 80 % de la poblacion pre-
sent6 sintomas de artralgia, fiebre y erupciones cutaneas. Muchas personas, tras el periodo
agudo de la enfermedad, continuaron experimentando dolores articulares durante meses [2].

Entre 1960 y 1990, hubo brotes de fiebre chikungunya en varios paises africanos, como
Republica Democrética del Congo, Uganda, Angola, Sudafrica y Nigeria [3]. En América,
el primer caso se reportd en la isla de San Martin ubicada en el Caribe en 2013, y para
diciembre de 2014, la enfermedad se habia extendido a 17 paises sudamericanos. Actual-
mente, se ha identificado en 45 paises en el Caribe, América del Norte, América del Sur y
América Central [3].

En México, el primer caso importado de fiebre chikungunya se present6 en mayo de 2014
[4]. A finales de ese afio, se reportaron 155 casos en los estados de Chiapas, Guerrero, Oa~
xaca, Sonora y Sinaloa. Para la semana epidemioldgica 40, en 2015 se habian contabilizado
8,668 casos confirmados, siendo Guerrero el estado con la mayor cantidad de infectados, con
el 18.38 % [5]. Al final de ese afo, se confirmaron un total de 12,588 casos de chikungunya
en México [6].

Cuando una persona es picada por un mosquito infectado, los sintomas suelen comen-
zar entre 3 y 7 dias después del periodo de incubacién. Durante este tiempo, el virus se
multiplica en el organismo del infectado, pero la persona no presenta sintomas ni es conta-
giosa para otros. Los sintomas incluyen dolor intenso en las articulaciones, fiebre superior a
39°C, dolor muscular y, ocasionalmente, nauseas, vomitos y erupciones cutaneas. El dolor
articular puede ser tan intenso que resulta debilitante o incapacitante [2]. Tras una semana,
la mayoria de los pacientes experimenta una notable mejora: la fiebre, el cansancio y la
artralgia disminuyen significativamente en 1 o 2 semanas, aunque frecuentemente se pro-
duce una recaida [7]. Actualmente, no existe un tratamiento especifico para la infeccion
por chikungunya; el manejo se limita a aliviar los sintomas con medicacién analgésica y
antiinflamatoria [2].

Se ha reportado el fenémeno de recaida en las infecciones por chikungunya [8, 9, 10]. La
recaida se define como la reaparicion de artralgia debido a la persistencia del virus en las
células del tejido musculoesquelético después de un periodo sin sintomas de al menos una
semana [8] o después de un mes [10]. En un estudio de cohortes realizado en Francia, basado
en datos de un sistema de vigilancia de laboratorio, se confirmoé la infeccién inicial mediante
una prueba de anticuerpos o PCR (reaccion en cadena de la polimerasa). En ese estudio, se
reportaron recaidas de artralgia en el 72 % de los pacientes; el ntimero promedio de recaidas
fue de 4 y el tiempo promedio entre dos recaidas fue de 8 semanas [8|. Por otro lado, un
estudio transversal realizado en Acapulco, Guerrero, en diciembre de 2015, encontr6 que
el 66 % de la poblacion (3,531 de 5,870 personas) autoreportd haber estado infectada; el
31.1% de los que sufrieron de chikungunya (1,098 de 3,531 personas) reportaron al menos
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una recaida al menos un mes después de recuperarse de la enfermedad. De estos, el 13%
report6 exactamente una recaida, el 12 % reporto dos recaidas, el 4 % reporto tres recaidas
y solo el 2% reporté mas de cuatro recaidas [10].

La edad como factor de riesgo es comun en las enfermedades infecciosas transmitidas
por vectores. En el caso del chikungunya, un estudio de seropositividad report6 la frecuencia
de positivos al virus en los siguientes grupos etarios: 33 % en el grupo de 0 a 19 anos, 62 %
en el de 20 a 39 anos, 67.4% en el de 40 a 49 afios, 75% en el de 50 a 59 anos, 59 % en
el de 60 a 69 afios, 25% en el de 70 a 79 afios, y 33% en el de 80 anos y mas [11], lo que
muestra una variabilidad en la susceptibilidad al virus.

La variabilidad en el periodo de recaidas y en la susceptibilidad al virus del chikungunya
motivo a Vazquez-Pena, Vargas-De-Leon y Velazquez-Castro [12] a desarrollar un modelo
hospedero-vector que considera tanto la edad cronoldgica como la edad de la infeccion
asintomética. Este modelo se presentaré en la Seccion 2.

A partir de este modelo hospedero-vector con dos estructuras de edad, obtendremos un
modelo en ecuaciones diferenciales ordinarias para el virus del chikungunya, tal como fue
propuesto por Vazquez-Pena et al. [13], el cual se discutira en la Seccion 3, y se derivara el
ntmero reproductivo basico.

En este trabajo, se propone estimar los pardmetros y el ntimero reproductivo basico
utilizando un enfoque Bayesiano con los datos del brote de chikungunya en Acapulco, Gue-
rrero [10]. Para ello, emplearemos el modelo hospedero-vector presentado en la Secciéon 3.
La metodologia del enfoque Bayesiano se describiré en la Seccién 4, mientras que los resul-
tados de la estimacion Bayesiana de los parametros y del niimero reproductivo basico (12)
se presentara en la Secciéon 5. Finalmente, en la Seccion 6, se realizaran algunos conclusiones
finales.

2 Modelo hospedero-vector con dos estructuras de edades

Denotamos por N y N, el ntmero total de hospederos y vectores, respectivamente.
Las poblaciones de hospederos y vectores se dividen en clases disjuntas segin su estado
epidemiolégico. Para los hospederos, consideramos cuatro grupos: susceptibles (sp(t, 7)),
infectados (I, (t, 7)), asintomaticos (ap(t,w)) y recuperados (Rp(t,7)). En contraste, los
vectores se dividen tinicamente en susceptibles (5, (t)) e infectados (I,(t)).

La edad cronolédgica se denota por 7, de manera que sp(t,7) representa la cantidad
de hospederos susceptibles con edad cronolégica 7 en el tiempo ¢. Entonces, el total de
hospederos susceptibles esta dado por

Sh(t) = /OOO Sh(t,T)dT. (1)

Suponemos que la probabilidad de transmision del vector al hospedero depende de la edad
del hospedero, lo cual se denota por S5 (T).
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La tasa de transmision del vector infectado al hospedero susceptible esta definida por
Nihﬁh(T)sh(t,T)Iv(t), donde b es el promedio de picaduras por unidad de tiempo,y Nih
representa el nimero promedio de picaduras por unidad de tiempo por cada hospedador.
Esto significa que se esta distribuyendo el ntimero total de picaduras entre el total de
hospedero. Al mismo tiempo, la clase de hospederos susceptibles disminuye debido a la
muerte natural a una tasa pp y a alguna estrategia de prevenciéon, como la vacunacion,
enfocada tnicamente a ciertos grupos de edad, la cual serd modelada por el parametro
p(7). Por lo tanto, definimos (1) = pp + p(7).

Bajo estas hipotesis, se formula la primera ecuacién del modelo

Osp(t, 1) n Osp(t, 1)
ot or

- _]\l;hﬁh(T)Sh(th)Iv(t) —en(7T)sn(t, 7).

Suponemos que todos los individuos nacen susceptibles a una tasa up Ny, de manera que
obtenemos la condicién de frontera

Sh(t¢ O) = ,uhNh-

Una vez que un hospedero se ha infectado, permanece en dicha clase hasta que los
sintomas desaparecen a una tasa vy o por muerte por causas naturales a una tasa pyp.
Consideramos que una fracciéon p no se recuperara y pasara a la fase asintomatica durante
un tiempo w, que representa la edad de la infeccién asintomética. La clase de hospederos
asintomaéticos se representa por ap(t,w), donde

Ap(t) = /000 ap(t,w)dw, (2)

es el total de hospederos asintomaticos. Ademés, la tasa en que los sintomas de la enfer-
medad vuelven a manifestarse depende de la edad de la infeccién asintomatica; por ende,
los hospederos asintoméaticos retornan a la clase de hospederos infectados en un tiempo
1/6n(w). Con esto, se propone la segunda ecuacion del modelo:

dfgt(t) = ]\l;h /OOO Br(T)sp(t, )L, (t)dT — (un + ) In(t) + /000 Sn(w)ap(t,w)dw.

La clase de hospederos asintométicos se reduce cuando los sintomas vuelven a manifestarse
o por muerte por causas naturales, lo que da lugar a la siguiente ecuaciéon del modelo:

OJap(t,w)  Oap(t,w)
ot ow

Los hospederos infectados entran en la clase asintomaética a una tasa py, comenzando el
conteo de la edad de la infeccién asintomética, lo que se traduce en la condicion de frontera

= —(pn + on(w))an(t,w).

an(t,0) = pyIn(t).
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Los hospederos infectados se recuperan de manera permanente a una tasa (1 — p)y y
permanecen en esa clase hasta la muerte por causas naturales a una tasa up, lo que se
representa en la cuarta ecuaciéon diferencial del modelo

dR(t)
dt

= (1 = p)yIn(t) — pnRa(t).

En cuanto a los vectores, suponemos que nacen y mueren a la misma tasa pu,. Un vector
nace susceptible y se infecta al picar a una persona con el virus, ya sea un hospedador
infectado o un hospedador asintomatico. De manera anéloga al caso de los hospedadores,
la tasa de transmision %:Sv(t)fh(t) depende de la probabilidad de que el contacto entre
un hospedador infectado y un vector susceptible sea efectivo. Esta probabilidad se modela
con el producto de la probabilidad de transmisiéon del Virus By v el nimero promedio de
picaduras por unidad de tiempo por cada hospedero N— Adicionalmente, se introduce el
parametro k para tener en cuenta que la probablhdad de transmisiéon de un hospedero
infectado a un vector es mayor que la tasa de transmisién de un hospedero asintomaético a
un vector. Por lo tanto, se considera que 0 < k < 1. Bajo estas suposiciones, obtenemos la
quinta ecuacion del modelo:

dSy(t) Bub

KBub
= N _ —
dt My LNy N,

N, Sv(t)/o ap(t,w)dw — /JJvSv(t)'

So(E)In(t) —

Después de que el vector se infecta de la forma descrita, permanece en esa clase hasta
morir, lo que se modela en la tltima ecuaciéon:

dI, ub v >
dt(t) - fvhsv(t)lh(t) - /{Jih Su(1) /0 an(t, w)dw — poly(t)-

Por lo que se obtiene el siguiente sistema integro-diferencial recientemente propuesto
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por Vézquez-Pena, Vargas-De-Leon y Veldzquez-Castro para el virus de chikungunya [12].

83h(§? 7) aSha(T T) _ _Z\l;hﬁh(T)Sh(t’ ), (t) — e (T)sn(t, 7),
su(t, 0) = MhNha
dlp(t

= [ L 0~ o+ D)+ [ Bant el
Oap(t,w) n Oap(t,w)

ot 5 =~ + on(@)an(t,w),
an(t,0) = pyIn(t),
de};(t) = (1 = p)yIn(t) — pnRn(t),
dsgt(t) = pNy — %)Sy(t)fh(t) - Kﬁzbsv(t) /O h ap(t,w)dw — 1Sy (1),
d[;’lt(t) Pub N, v n() + Ef;;bsy(t) /0 h an(t,w)dw — g, Iy(t).

(3)

Si consideramos que el tamano de la poblaciéon de vectores se mantiene constante en

el tiempo, N, = S,(t) + I,(t), y observamos que la variable R(t) no esta acoplada en las
demas ecuaciones, el modelo se reduce a

Osp(t,7) | Osplt,T) b B
BN + o = Fhﬁh(T)Sh(t’ )y (t) — ep(T)sn(t, 7),
sn(t, 0) = MhNh,
dIp(t

) = [ st @ = G4 )00+ [ Ban(t )
Oap(t,w) n Oap(t,w)

= —a(w)ap(t,w), con a(w) = pp, + op(w),

ot Oow
ap(t,0) = pyIL(t),
dl,(t)  Bub

= — (N, — I,(t)) | In(t t,w)dw | — pyly(t).
A = 20— 1,0) (304 [ an(t)d) - (0
Las condiciones iniciales estan dadas por

5,(0,7) = 8po(7), In(0) = Ino, ap(0,w) = apo(w), I,(0) = L.

Donde spo(7) v apo(w) representan la distribucion inicial de los huéspedes susceptibles y
de los hospederos asintométicos con edad cronologica y edad de infeccion asintomatica,
respectivamente. Iy e I,g son el ntmero inicial de hospederos y de vectores infectados,
respectivamente.
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2.1. Propiedades del sistema

El nimero reproductivo bésico para el modelo (4) fue obtenido en [12]

N, + DSB,bN,
RO(T’W):nm n+Dp

Ni(pn + )
donde D esta dada por
_ b > 0
D= — [ s ©
y n por ~ BN .
vONy K
n = /0 [6h(v) o D] exp <_ /0 a(¢)d¢> dv. (1)

El punto de equilibrio libre de la enfermedad E° del sistema integro-diferencial (4) se
obtiene al considerar I;(t), ap(t,w) e I,(t) iguales a cero simultaneamente, lo que resulta
en EY = (s9(7),0,0,0), donde

() = Ny exp (— I sh<¢>d¢>. (5)

En [12], se utiliza una estrategia geométrica para demostrar la existencia del punto de
equilibrio endémico E* = (s} (7), I}, af(w), Iy,) cuando Ro(T,w) > 1.
Las propiedades de las soluciones a tiempos largos se resumen en el siguiente teorema:

Teorema 1. (Ver [12])

i) Si Ro(T,w) < 1, entonces el punto de equilibrio libre de la enfermedad E° del sistema
integro-diferencial (4) es global asintéticamente estable.

ii) St Ro(T,w) > 1, entonces existe un inico punto de equilibrio endémico E* del sistema
(4) y es global asintéticamente estable.

El item i) del Teorema 1 se demostro utilizando el segundo método de Lyapunov. Se
construyo el siguiente funcional de Lyapunov W (¢), que es una combinacion de una funcional
tipo Volterra f(z) = x — 1 — Inz y funcionales lineales

Wiy = [ (2 o+ 1o

+ /000 go(w)a(t,w)dw +

b oo
MthIv(t)/o sg(T)ﬁh(T)dT,

donde gg(w) es la siguiente funcion auxiliar:

w(w) = [ [%(v) 2 ”?VN“F”D] exp <— | a(¢>d¢> dv >0 (9)

w h w
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para todo w > 0.
El item ii) del Teorema 1 se demostré usando una funcional de Lyapunov L(t), que es
una combinacion de funcionales tipo Volterra f(x) = x — 1 — Inz, definida por

-5 [ (351 e (4

w8 [t (e ao s (B2) [T a0

donde g.(w) es la siguiente funciéon auxiliar:

ge(w) = /woo [5h(v) @)bz(u —L)s / Br () sy (T )dT:| exp ( /wva(¢)d¢> dv >0

para todo w > 0.
La estrategia de construccion de funcionales de Lyapunov tipo Volterra ha sido amplia-
mente utilizada en epidemiologia matematica [14, 15, 16, 17, 18, 19, 20].

3 Modelo hospedero-vector independientemente de las edades

Usando las siguientes tranformaciones (1) y (2) donde Sy(¢) es el total de hospederos
susceptibles de cualquier edad cronolégica y Ap(t) es el total de hospederos asintomaticos
con cualquier edad de la infeccién asintomética. Ademés, para simplificar la complejidad
del modelo, proponemos que las funciones dependientes de la edad se definan como cons-
tantes: 0p(w) = Op, Br(T) = Br, v €n(7) = pp. Al integrar la primera ecuacion del sistema
(3) con respecto de 7 y la cuarta ecuacion de (3) con respecto de w utilizando las respec-
tivas condiciones de frontera, el sistema integro-diferencial (3) se reduce a un modelo en
ecuaciones diferenciales ordinarias para el virus de chikungunya que ha sido estudiado por
Véazquez-Pena et al. [13]

dSh Brb
W Ny =208 1 S,
dt HhiVh N, h HhOh
dl b
dth BLS}J (n + )T + 0nAp,
dA
7: = pyIy, — (un + 0n)An,
IR (10)
cTth = (L = p)vIn — pnRp,
d v v v
i :/’L’UN’U_B SIh_KB SvAp — oSy,
I,
d BUSIHF”ﬁ”SAh—uM

dt



Boletin de la Sociedad Mexicana de Computacion Cientifica y sus Aplicaciones 80

Considerando ambas poblaciones constantes Ny, = S, + I, + Ap + R,y Ny = Sy + 1
el sistema se reduce a

dSh Brb

SOh Ny — P28 T, — S,

dt HniVh N, h Hhoh

dI b

—h ﬁLSth — (tn + ) n + 6pAp,
dA
7: = pyIy, — (un + On)An,

dl,  Byb

E = Nh (N’U I’U)(Ih + /iAh) IU”UIU'

Las condiciones iniciales del sistema (11) estan dadas por
Sn(0) = Sho, In(0) = Ino, Ap(0) = Apo, 1u(0) = Lvo.

Donde I} e I,0 no son cero simultadneamente.
La region factible de las soluciones del modelo (11) es

A ={(Sh, In; An, Iy) € RY - Sy + I, + Ap < Ny, I, < Ny}

3.1. Numero reproductivo basico

Para calcular el namero reproductivo basico, Vazquez-Pefia et al. [13] utilizaron el méto-
do de la matriz de la siguiente generacion [21]. Separaron las ecuaciones en F, que contiene
los términos asociados a nuevas infecciones, y V, que incluye los términos de transiciones
individuales en cada clase, es decir,

([ Bud Bub r
Fo ( 0 10, 222 (N, — 1)1 + K;Ah>>

V = ((un +7) In — 0nAn, —pyIn + (i + 0n) An, o ly) "

Tras calcular las matrices Jacobianas de F y V y evaluarlas en el punto de equilibrio libre
de la enfermedad E° = (N, 0,0,0) se obtienen, respectivamente, una matriz no negativa
F y una M-matriz V.

0 0  Bpb pn+vy  —0p 0

F = ﬁO 50 0 y V= -»v pm+o 0
vb Ny b Ny

e el 0 0

Entonces, el namero reproductivo bésico esta dado por el radio espectral de la matriz FY !,

es decir
Ry = \/ Ry, (12)
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donde )
RO _ Bhﬁ’ub Nv(ﬁpfy + pn + 6h)
Nupio[(pin 4 7) (tn + 0n) — 0npy]’

Ry denota el ntimero promedio de casos secundarios que produce un individuo infectado al
introducirlo a una poblacién totalmente susceptible. Esto se puede entender de la siguiente
manera: un mosquito infectado distribuye picaduras en la poblacién humana durante el res-
to de su vida, y una proporcién % de estas picaduras se convierte en nuevas infecciones.

Por otro lado, el nimero de nuevas infecciones en los mosquitos por parte de hospederos in-

(13)

fectados y asintomaticos durante el periodo infeccioso esta dado por ﬁvb(u} +’;§W}Z‘jﬁg‘;ﬁ 5
respectivamente. La media geométrica de estas dos cantidades, que es igua& a Ry, pro-

porciona el nimero promedio de infecciones secundarias. En el contexto de enfermedades
transmitidas por vectores, como el chikungunya, un Ry > 1 sugiere que la enfermedad se
propagara en la poblacion, mientras que un Ry < 1 indica que la enfermedad eventualmente
se extinguira.
3.2. Puntos de equilibrio y su estabilidad global

Ademas del punto de equilibrio libre de la enfermedad E, el modelo (11) tiene un punto

de equilibrio endémico E* = (S}, I}, A}, 1)), con

o _ Nu(Nu Ny pnRo + Brb)
h= A -
Ro(NpNy ', + Brb)

7 ( N (15 + On) Brb > Ro—1
h (b + ) (pn + 6n) = 00y ) \ Ro(Nu Ny + Bid) )

A — < 1n NnBrbpy > Ry—1
h (tn 4 ) (1 +0n) = 0npy ) \ Ro(Ny Ny tpn + Bnb) )

- N (Ro — 1)
Y NuNy tunRo + Brb

Dado que el sistema (11) es un caso particular del sistema integro-diferencial (4), obte-
nemos el siguiente corolario derivado del Teorema 1.

Corolario 1. i) Cuando Ry < 1 entonces el punto de equilibrio libre de la enfermedad Ey
del sistema (11) es global asintdticamente estable. ii) Cuando Ry > 1 entonces el punto de
equilibrio endémico E* del sistema (11) es global asintdticamente estable.
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4 Estimacion Bayesiana

4.1. Brote de chikungunya en Acapulco

En 2015, Acapulco, Guerrero, experimenté un brote de chikungunya. En [10] se realizo
un estudio transversal para caracterizar dicho brote epidémico, que incluy6 encuestas en
1,305 viviendas distribuidas en ocho conglomerados urbanos considerados representativos
de Acapulco. En total, se administraron 5,870 cuestionarios, identificando 3,531 casos de
chikungunya entre enero y diciembre de 2015. Para asegurar la representatividad en el
estudio [10], se realizé6 un muestreo intencional que buscaba reflejar las condiciones urbanas
promedio de Acapulco, lo cual es clave en contextos donde no se puede utilizar un muestreo
probabilistico.

Para reducir el impacto de las fluctuaciones aleatorias o ruido en los datos reportados
de los casos de chikungunya [10], se aplica el método de suavizamiento exponencial:

Fii1 =aY + (1 — o)k,

donde Fiii1 es el prondstico de casos de chikungunya para el tiempo t + 1 de la serie
de tiempo, donde Y; representa el valor observado de casos de chikungunya en el tiempo
t, I} es el pronostico de casos de chikungunya para el tiempo ¢, y « es la constante de
suavizamiento (0 < o < 1). Se supone que el pronéstico inicial Fy de casos de chikungunya
es igual al primer valor observado Yj. Con el suavizado, logramos obtener valores con menor
variabilidad, lo que permite observar mejor la evolucién de la serie temporal. La estimacion
Bayesiana se realizara con Fiyq.

Utilizando los datos recabados por [10] sobre los casos mensuales autoinformados de
chikungunya y el método de suavizamiento exponencial con un valor de o = 0,7, se ajustara
la curva de los humanos infectados I, para estimar de manera puntual y por intervalo los
parametros y el ntimero reproductivo basico Ry (12) del modelo (11).

4.2. Modelo estadistico

Para y = (y(t1), y(t2),...,y(tn)) el vector de n observaciones del nimero de humanos
infectados (I1,(t)) en el tiempo t, considere el siguiente modelo estadistico:

yi(t;) = G(M(t3,0)) +<(t;), i=1,2,...,n (15)
donde:
» y(t;) es el nimero de humanos infectados (Ij,(t)) en el tiempo ¢;.
= O es vector de pardmetros en la estimacion Bayesiana.

s G(M(t;,0)) es la solucion numérica del modelo M (11) con el método G. En este
caso se usé el método numérico de Runge-Kutta de orden 4.
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» £(t;) es el error aleatorio en el tiempo ¢;, los errores son independientes para cada

tiempo, normalmente distribuidos con media cero y varianza o2.

4.3. Funcion de verosimilitud

Considerando el supuesto de normalidad para el error aleatorio £(t;) ~ N(0,02), enton-
ces se tiene que y(t;) ~ N (G(M(t;,8)),0?). Por tal razén, la funcion de verosimilitud est4
dada por la ecuacion (16):

- L ) — . 2
L<e|y>—H<02>‘2exp{_<y<tz> G(M(them} )

202

4.4. Distribucién a priori y a posteriori

La estadistica Bayesiana permite al investigador incorporar conocimiento de los parame-
tros al proceso de inferencia. Esta informacién se especifica por medio de una distribucion a
priori (P(0)) y puede restringir la inferencia a un rango de interés y asignar mayor proba-
bilidad a un subconjunto de valores. Esto permite enfocarse en los rangos plausibles segin
el conocimiento de la literatura o la definicién del parametro en el modelo matemaético. Por
ejemplo, la probabilidad de transmisién de vector a humano esta definida en el intervalo
[0,1]. Dado que se trata de una probabilidad, es conveniente utilizar o definir distribuciones
a priori con soporte en este mismo intervalo, como la distribucion uniforme U(0,1) o la
distribucion Beta Beta(a, (), entre otras. Para proponer la distribucion a priori de 6 se
consultaron en la literatura los valores que se han reportado y se muestran en la Tabla 1.



Boletin de la Sociedad Mexicana de Computaciéon Cientifica y sus Aplicaciones 84

Tabla 1: Distribuciones a priori seleccionadas con base en los valores reportados en la
literatura.

Valor medio o . .
Distribucién a

Parametro Descripcién Referencia rango de .
valores priott
Probabilidad de Eg% 0'9% [;)%6,1]
Bh transmision de 124] 0 5' 0.9 Beta(5,2)
vector a humano [25] 0.67. [6.26, 1l
Probabilidad de [22] 0.6 [0.6,1]
B transmision de [23] 0.375 Beta(5,2)
humano a vector [24] 0.37
) 22 2.46 (1,3
b Numero de {23} 1[ | U(0,4)
picaduras [24] 0.5 or 1
Tasa de muerte y [23] 2.72
o nacimiento de [24] 4.28 U(2,4,5)
vectores [mes™!] [26] 2.14
Tasa de [22] [3.7,4.5]
vy recuperacion U(2,5,7,5)
[mes™1] [26] [2,6]
Fraccion de
P mfeciii(l)zeiue 5 Supuesto U(0,1)
asintomaéticos
Tasa de recaida 8] 0.5
On [mes™!] [10] 0.66 u.1)
Fraccion de
transmision de
K humano Supuesto Beta(2,5)
asintomatico a
vector
) 2 a 4.5 veces el
N, Nimero total de Supuesto  ntmero total U(11740,26415)
vectores de humanos
Tasa de muerte y 1
L nacimiento de [27] T5x12 ™ Valor fijo
humanos [mes™!] 0,0011
Ny Nimero total de [10] 5870 Valor fijo

humanos

En las distribuciones Beta Beta(a, 3), a y 8 son parametros de forma, mientras que en las distribuciones
uniformes U(a,b), a y b son los valores minimo y méximo.
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La inferencia Bayesiana se basa en la distribucion a posteriori, por el teorema de Bayes
la distribucion a posteriori esta definida por (17):

_ Py 6)P(6)

PO 1Y) = =50 (17

donde
= P(0 ] y) es la distribucion a posteriori de 8 dada un conjunto de observaciones Y.

» P(y | 0) es la distribuciéon de las observaciones Y para un valor especifico del vector

0.

P(6) distribucion a priori.

P(y) es una constante de normalizacion fp P(y | 0)P(6)de6.

Note que la expresion (17) esta bien definida si P(y) # 0. P(y) es constante, por tanto
podemos reescribir (17) como (18):

P(0]y) o< P(y | 0)P(8). (18)

En la inferencia Bayesiana es necesario obtener integrales que involucran la distribucion a
posteriori. Un ejemplo es la media de la distribucién a posteriori.

Byl = [ [oro]yade. (19)

Sin embargo, en la gran mayoria de los casos, la integral de la marginalizacion (19) no puede
resolverse de forma analitica debido a la complejidad de P (0 | y) y alta dimensionalidad
de 6. En la practica, se usan cadenas de Markov Chain Monte Carlo (MCMC por sus siglas
en inglés) para aproximar la distribucion a posteriori |28].

Las cadenas de Markov se conforman de valores muestrales de la distribucién a poste-
riori y se obtienen a partir del uso de algoritmos de muestreo, los méas empleados son el
muestreador de Gibbs, el algoritmo de muestreo Metropolis-Hastings y Hamiltoniano Monte
Carlo (HMC). El proceso de muestrear la distribucion a posteriori, es un proceso iterativo
que continua hasta que la cadena de Markov converja. Es comiin que durante un periodo
inicial los valores muestreados estén alejados del valor verdadero, por lo que se recomienda
descartar este periodo inicial. A este periodo se le conoce como “periodo de quemado”.

4.5. Estimador de Bayes

Una vez obtenida la muestra de los parametros de interés, para realizar inferencias se
utiliza el estimador de Bayes T2, definido como la solucion de 20.

T8 = min E[L(T, )] = min| / L(T, 0)f(0)d6)]. (20)

con L(T,0) = (T —6)? la funcién de pérdida cuadratica, se obtiene el minimo en T = F [6],
es decir el estimador obtenido es el valor medio T2 = E(8).
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4.6. Intervalos creibles de alta densidad

Para la estimacion por intervalo se utilizé el método de intervalos de alta densidad a
posteriori (HPD, por sus siglas en inglés Highest Posterior Density). Un HPD conserva
los valores més probables de la distribucién a posteriori a un porcentaje deseado. Los
HPD al 95% contienen los valores de 8 tales que p(@ | y) > W, donde W satisface
fx:p(e\y)>W dOp(@ | y) = 0,95 [29]. Se prefieren los intervalos HPD sobre el método de
percentiles debido a que los HPD son los intervalos de menor longitud entre todos los
posibles intervalos de probabilidad para un nivel de credibilidad deseado.

4.7. Meétodo Hamiltoniano de Monte Carlo

El método de Hamiltoniano Monte Carlo (HMC) ha demostrado ser un muestreador
més eficiente que el muestreador de Gibbs, el algoritmo de muestreo Metropolis-Hastings.
Su tasa de aceptacion es aproximadamente el doble de la tasa de aceptacion del algoritmo
de Metropolis-Hastings [30]. Esta técnica de muestreo se basa en la mecanica Hamiltoniana
para explorar distribuciones de alta dimensionalidad. El estudio detallado de esta técnica
avanzada estd fuera del alcance de este trabajo; para una comprensién méas profunda de
HMC, se recomienda consultar el trabajo de Betancourt [31].

4.8. Convergencia de Cadenas

= Método de inspeccién visual: Este método se basa en la observaciéon empirica de las
cadenas de Markov para verificar que sus trazas estén adecuadamente mezcladas. Es
comun que esta mezcla produzca visualmente una figura similar a una “oruga’”.

= Diagnodstico de Gelman-Rubin: Este diagnostico es uno de los mas populares para
determinar la convergencia de las cadenas de Markov. Se basa en comparar la varianza
dentro de las cadenas con la varianza entre cadenas utilizando el cociente R, tambien
conocido como Rhat debido al acento circunflejo de R. En la practica, se considera
que las cadenas convergen si R < 1,1, mientras que si R > 1,1, al menos una de las
cadenas atn no ha convergido [32].

4.9. Numero reproductivo basico

El nimero reproductivo basico Ry (12) del modelo (11) se estimara utilizando las dis-
tribuciones a posteriori de los parametros, para lo cual se operan de forma ordenada los
estados de las cadenas de Markov de los parametros usando la ecuacion (12), asi como su
propiedad de invarianza. Ademas, se evaluara la convergencia de la cadena Ry.
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4.10. Software estadistico

En este trabajo se utilizo el lenguaje de programacion Julia [33] con el paquete de
analisis Bayesiano Turing.jl [34] para estimar los parametros. Se ejecutaron tres cadenas de
Markov, cada una inicializada de manera aleatoria y con 20,000 iteraciones. Las primeras
1,000 iteraciones de cada cadena se descartaron como periodo de quemado, resultando en
una muestra final de 19,000 valores por cadena. El diagnostico de convergencia de Gelman-
Rubin se realizé por defecto utilizando el paquete Turing.

Se utilizo la paqueteria MCMChains.jl [35] para estimar los intervalos de HPD al 95 %.

5 Resultados

De la muestra posterior de cada pardmetro se obtienen los valores de media y mediana
muestral, intervalos de HPD del 95% y Rhat. La estimacion Bayesiana se resume en la
Tabla 2.

Tabla 2: Resultados de la estimacion Bayesiana.

Parametro Media Mediana Intervalos de HPD del 95% Rhat
O, 0.72 0.74 (0.46, 0.97) 1.00
Bu 0.75 0.76 (0.49, 0.98) 1.00
b 3.13 3.15 (2.29, 4.00) 1.00
o [mes™!  3.42 3.49 (2.08, 4.44) 1.00
7 [mes™!] 4.44 4.32 (2.50, 6.63) 1.00
P 0.65 0.66 (0.41, 0.84) 1.00
8p [mes™!] 0.75 0.79 (0.38, 1.00) 1.00
K 0.24 0.21 (0.01, 0.52) 1.00
N, 19183 19179 (12589, 26358) 1.00
Ry 2.61 2.46 (1.66, 3.80) 1.00

Las trazas de las cadenas de Markov de los pardmetros del modelo (11) y del Ry se
muestran en la Tabla 3, las cuales se observan mezcladas y no presenta patrones “extranos”.
Mas atun, en la Tabla 2 los valores de R son menores a 1.1, por lo tanto las cadenas
presentadas convergen.

Las probabilidades de transmisién de vector a humano S y de humano a vector S,
tienen medias de 0.72 y 0.75 (medianas de 0.74 y 0.76), respectivamente, con intervalos de
credibilidad del 95 % de (0.46, 0.97) y (0.49, 0.98). Esto representa probabilidades altas de
transmision. Nuestras estimaciones son consistentes con lo publicado en [22, 24, 25|, que se
muestran en la Tabla 1.

La media y mediana del ntmero de picaduras b de los vectores son de 3.13 y 3.15,
respectivamente, con un intervalo de credibilidad del 95 % de (2.29, 4.00). La estimacion de
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b es consistente con lo publicado en [22], que se muestra en la Tabla 1.

La media y la mediana de la tasa de muerte y nacimiento de vectores p, son de 3.42
y 3.49 mes™!, respectivamente, con un intervalo de credibilidad del 95% de (2.08, 4.44),
lo que equivale a un periodo de vida de los vectores de 6.7 a 14.4 dias. Esta estimacién
es consistente con el hecho de que el periodo de vida de un mosquito adulto puede ser de
aproximadamente 8 a 28 dias [36, 37]. Se estima una media del namero total de vectores
N, de 19183, con un intervalo de credibilidad del 95 % de (12589, 26358).

La tasa de recuperaciéon v tiene una media y mediana de 4.44 y 4.32, respectivamente,
con un intervalo de credibilidad del 95 % de (2.50, 6.63), lo que corresponde a un periodo de
recuperacion de 4.5 a 12 dias. Esta estimacion es consistente con lo publicado en [22], que se
muestra en la Tabla 1. La tasa de recaidas §; muestra una media y mediana de 0.75 y 0.79
mes !, respectivamente, con un intervalo de credibilidad del 95% de (0.38, 1.00), lo que
equivale a un periodo de recaida de 30 a 77.7 dias. Nuestras estimaciones son consistentes
con lo reportado en [10], que senala que las recaidas se presentan después de un mes de la
primera infeccion.

La media y la mediana de la fraccion de infectados que se vuelven asintomaticos p son
0.65 y 0.66, respectivamente, con un intervalo de credibilidad del 95 % que varia entre una
fraccion baja de 0.41 y una alta de 0.84. La media y la mediana de la fraccion de transmision
de humano asintomatico a vector s son de 0.24 y 0.21, con un intervalo de credibilidad del
95 % de (0.01, 0.52), que va de una fraccion casi nula a moderada. Esto podria sugerir que
la fraccién de transmisiéon de humanos asintomaéticos a vectores no desempena un papel
relevante en la propagacion de la enfermedad.

En la Figura 1 se muestra el ajuste del modelo a la curva de humanos infectados con
chikungunya, asi como la simulacién de las cuatro clases: hospederos susceptibles S}, hos-
pederos infectados Ij, hospederos asintomaéticos Ay y vectores infectados I,,. Los puntos
solidos representan los datos obtenidos por [10] que se han suavizado por el modelo de
suavizamiento exponencial con a = 0,7.
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Figura 1: Modelo (11) ajustado usando el valor medio de los parametros.

Finalmente, el ntimero reproductivo bésico Ry present6 una media de 2.61 y una mediana
de 2.46, con un intervalo de credibilidad del 95% de (1.66, 3.80). En [38], se estima que
el Ry es de 4.1, con un intervalo de confianza del 95% que va de 1.50 a 6.60 para los
vectores Aedes aegypti. Esto sugiere que el brote de chikungunya en Acapulco se propagd

rapidamente. Nuestras estimaciones son consistentes con lo publicado en [38].

Tabla 3: Trazas y distribuciones a posteriori de los pardmetros y el namero reproductivo

bésico del modelo de chikungunya (11).

Parametro Trazas Distribucién a posteriori
B e / \\s\\
h & /
10 ya \
04 ’/ \
02 0.0 \

o 5.00x10° 1.00x10* 1.50x10°* 2.00x10* 02 04 06 08 10
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o 5.00x10° 1.00x10* 1.50x10* 2.00x10* 02 04 06 08 10

o 5.00x10° 1.00x10" 1.50x10° 2.00x10° 15 20 25 30 35 4.0

Moy

o 5.00x10° 1.00x10* 1.50x10* 2.00x10* 2.0 25 30 35 a0 a5

o 5.00x10° 1.00x10° 1.50x10* 2.00x10" 2 3 4 B 6 7 8

o 5.00x10° 1.00x10* 1.50x10° 2.00x10* 02 04 06 08 10
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o 5.00x10° 1.00x10* 1.50x10° 2.00x10°

o 5.00x10° 1.00x10" 1.50x10° 2.00x10°
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210x10"

1.80x10"

150x10*

1.20x10*

6.0x10°°

4.0x107°

2.0x10°°

.
o 5.00x10° 1.00x10* 1.50x10° 2.00x10° 1.00x10* 1.50x10° 2.00x10* 2.50x10"
] o
8 g
2 2"
B 30 =
E E
g g
R 3 3o
0 S 20 8
£ g
& &
g I3
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3 2
00
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6 Conclusiones

En este trabajo, presentamos una revision de modelos recientemente desarrollados para
el virus del chikungunya. Uno de estos modelos incorpora dos estructuras de edad, mientras
que el otro es un caso particular, independiente de la edad. Para este tltimo modelo, se
estimo el nimero reproductivo bésico Ry del brote de chikungunya en Acapulco, con el que
alcanzamos el objetivo planteado en este trabajo.

El valor estimado de Ry mostro la capacidad del virus para expandirse rapidamente, lo
cual fue consistente con estudios previos que indicaron una rapida expansion del chikun-
gunya. La fracciéon de transmisiéon de humanos asintométicos a vectores varié de baja a
moderada, lo que podria haber sugerido que esta fraccion no desempend un papel relevante
en la propagacion de la enfermedad. La estimacion de los pardmetros del brote en Acapulco
sugirié que la transmision del virus fue alta tanto de vectores a humanos como de humanos
a vectores, lo que indicé un alto riesgo de propagacion. El elevado ntimero de picaduras
contribuyé a la propagaciéon continua del virus.

Estos resultados subrayan la importancia de implementar medidas de control y pre-
vencién contra las picaduras de mosquitos. Para ello, se recomienda eliminar las aguas
estancadas, realizar fumigaciones y utilizar mosquiteros en zonas residenciales. De este mo-
do, se puede evitar la reproduccion de estos mosquitos, el contagio de la enfermedad y la
propagacion del virus.

El enfoque Bayesiano ofrece ventajas en el trabajo: permite incorporar informacion
previa mediante distribuciones a priori, lo que mejora la precision de las estimaciones.
Ademas, facilita la obtencion de intervalos de credibilidad, proporcionando no solo valores
puntuales, sino también un rango de valores en el cual se encuentra un parametro con una
cierta probabilidad.
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Numerical Turing Patterns Formation on 3D
Surfaces with a Linear Finite Element Method
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Abstract

The purpose of this article is the numerical generation of Turing like patterns on
3D bounded surfaces, based on the analysis of Turing instability in certain types
of reaction-diffusion systems in planar regions. We first include a well known 2D-
study and analysis of these systems that yield the mathematical conditions under
which spatial patterns arise, and which is based on temporal solutions where the
classical Laplace diffusion operator is considered. Then, we extend the numerical
study to 3D surfaces, employing the Laplace-Beltrami operator to simulate diffusion
while keeping the same reaction terms, thus generating similar Turing patterns. The
solutions to the involved systems will be calculated numerically using a semi-implictit
time discretization in combination with a linear finite element method for spatial
discretization using triangular meshes. Details about the numerical implementation
are provided for clearness to a broader audience.

Keywords. Turing pattern; 3D surfaces; Laplace-Beltrami operator; reaction-diffusion;

finite element method.

1 Introduction

Reaction-diffusion systems are mathematical models that allow us to describe how the
concentration of one or more substances distributed in a medium changes under the influence
of two physical processes: a chemical reaction, which transform the substances into each
other, and diffusion, which causes the substances to spread in the medium. Applications
for these systems have been found in a wide range of scientific and technological areas, from

biology to physics, as well as chemistry, and even in the social sciences.
A fascinating aspect of a great variety of reaction-diffusion systems is their ability to

generate spatio-temporal patterns from the solution of their governing equations. These
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patterns, such as those studied by Turing in 1952 (see [22]), not only reveal ordered
structures in biological systems, such as the models of morphogenesis that explain how
complex patterns can form on an animal skin, like spots on a leopard or stripes on a zebra,
but can also be found in more abstract contexts, such as in the distribution of resources in
complex networks as well as in the organization of neural patterns in the brain.

The adaptability and versatility of reaction-diffusion systems have allowed these models
to be applied to more complex problems that require an analysis similar to that used in the
study of Turing patterns. For example, they have been used to model tumour growth, cell
organization in tissues, and ecosystem dynamics. The ability of these systems to capture
both the complexity of local dynamics and the global interaction within a system makes
them valuable tools in scientific research.

In this work we explore the numerical generation of Turing patterns on three dimensional
surfaces using as a guideline the well known conditions that arise form the analysis of
reaction-diffusion systems on planar regions. Several numerical schemes have been applied
to solve numerically the reaction—diffusion system on surfaces. For instance, the finite
element method is employed in [9], while a lifted local Galerkin method on implicit surfaces
is proposed in [24], a finite difference method has been introduced in [8], and mesh-free
kernel method like the ration basis function (RBF) is proposed in [20]. In this work we
aim to introduce with some detail a simple but effective scheme based on a linear finite
element method for space dicretization combined with a semi-implicit (some time named
IMPEX) Euler time dicretization. It is applied directly on the discrete surface in Cartesian
coordinates and yield accurate results in an efficient way, as shown with some numerical
examples.

2 Mechanism for Turing pattern formation on planar regions

The model proposed by Alan Turing to describe patterns in nature was a model based on
reaction-diffusion systems. Turing’s main idea lies in the following sentence:

"A system in a stable state can be guided to an unstable state through diffusion, and in
that state, the patterns will appear.”.

The general form of reaction-diffusion systems that allow generating spatial patterns
through their temporal solutions is the following: :

0

ET;L =D V2u+vf(u,v), (1)

0

a—: =D,V +vyg(u,v), (2)
m-Viu=(n-V)v=0, VxedQ, (3)

u(x,0) =up(x), u(x,0) =vw(x), VxeQ, (4)
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where V? is the Laplace operator and y > 0 is known as scale factor that determines
the size and the complexity of the patterns generated by the Turing conditions, as it will be
shown later. Functions u(x,t), v(x,t) represent the concentrations of two substances mixing
in a medium Q C R? at time t whose initial concentrations are given by (4), respectively.
The diffusion coefficients Dy, D, > 0 are assumed constant, and @i denotes the outer unit
normal vector to the boundary 9Q of Q. Zero flow conditions (3) are introduced for open
surfaces (0Q # ()) to ensure pattern formation due to self-organization only, avoiding the
influence of external forces.

2.1 Turing conditions for pattern formation

Turing conditions are those that ensure the generation of spatial patterns from the temporal
solutions of the reaction-diffusion systems (1-4), and they can be derived from Turing’s idea
already expressed before. First, under the absence of diffusion, D, = D,, = 0, we assume
the existence of an equilibrium point w* = (u*,v*)T and linearize the system (1-2) around

w=(u,v)":
wryJ(w—w") (5)
with
= () Sty
gu(w*) gu(w*)/)"

By setting z = w — w* and assuming equality in (5) we have z =y J z, and then proposing
a non trivial solution of (1-4), say z = Ke*', with K eigenvector of the Jacobian matrix J
and A it’s associated eigenvalue, we get

A= g [Tr(J]) + \/ [Te(J)] —4det(J)} . (6)

Since we look for a stable point, then from the Hartman-Grobman theorem ([17], p. 120),
([21], p. 155) we must assume that w* is a hyperbolic equilibrium point, that is Re(A) # 0,
and to ensure such stability it is necessary that

Tr(J) <0, (7)
det(J) > 0. (8)

Thus, obtaining the first conditions. Next, as a second step, diffusion is reintroduced in (1-
2), that is Dy, Dy, > 0, and assuming that w* = (u*,v*)T is still an equilibrium point, then
it must satisfy f(w*) = g(w*) = 0 and V>u* = V?v* = 0. But now, we want that w* be an
unstable equilibrium point (diffusion destabilize the system). To derive the mathematical
condition for this new situation, the following linear system with diffusion is analysed.

i =DV%z+vJsz, (9)
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D, O

: 2, _ \72 " _
with V%z = V*(w W)and]D)—<0 D,

). This time we consider a separated solution

z(x,t) = Z(x) T(t), (10)

where Z(x) = (Zl(x),Zg(x))T is a vectorial function in R? and T(t) is a scalar function.
From (9) we obtain

T(t) = CeM, CeR, (11)
V2Z+D 1 (yJ—AL)Z =0. (12)

It is worth mentioning that the constant A in (11) is not the same as the one in (6), but it
plays an equivalent role, as will be see below. We denote by k? the eigenvalues® of matrix
A =D"1(yJ—AL). If Zx(x) is the associated eigenfunction, then from (12) it must solve
the following Helmholtz equation with zero-flux at the boundary

V2Zy + K?Zy =0, (13)
(f-V)Zy = 0. (14)

Solutions Zj are commonly oscillatory and depend exclusively on system’s geometry. For
bounded domains, values k are discrete and can be enumerated, they represent the oscillatory
mode of the solution and are called the wave numbers. Therefore, zy(x,t) = eM'Zy (x)
is a solution of (9) with zero flux on the boundary, and

[yTr(]) — K*Tr(D)] + \/ [k2Tr(D) — yTr(J)]* — 4h(k2)
7\k = 92 ’ (15>

with
h(k?) = det(D)k* —y(Dyfy + Dygy)k? + y2det(]). (16)
The roots of the function h(k?) determine an interval (k?, k3), and any wave number k>

inside this interval will allow the generation of spatial patterns in the medium Q. Those
roots are positive and are given by

v
2D,

K2,k = (dfu+gv) F V{dFu+ g2~ 4d det(D) |. (17)
where d = D,,/Dy > 0 is the diffusivity ratio. This means that only the modes with
wave number k between these two values are able to produce spatial patterns, all other
modes, out this range, have an exponential decay in time and eventually vanish. Thus, the

IThe squared exponent is for algebraic convenience when performing calculations.
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equilibrium point w* is unstable if Re[Ay] > 0 for some k? € (k? k2). This occurs when
h(k?) < 0, and from (16) and (17) the following inequalities must be satisfied

dfy+gy, >0, (18)
(dfy + gv)? —4d det(J) > 0, (19)
K <k <K (20)

Combining these conditions with (7-8), we obtain the so called Turing conditions for
pattern generation:

fu+gv <0, (21)

fu gy — fy gu > 0, (22)

dfy +gy >0, (23)

(dfy + gv)? —4d det(J) > 0, (24)
ki < k? < k3. (25)

Furthermore, from these conditions and some simple algebraic calculations, it can be shown
that the following must hold: d > 1, f, >0, g, < 0 and f, g, < 0.

3 Finite element approximation of the Laplace-Beltrami operator
In this part, we will focus on the numerical approximation of the following elliptic equation
ap—Ds Vi =T, (26)

with homogeneous Neumann boundary conditions when the bounded surface X is open.
Of course if the surface is closed (like an sphere), there are no boundary conditions. In
this equation & and Dy are positive constants, V% denotes the so called Laplace-Beltrami
operator, defined on X, and f is a source term. This numerical approximation will be
performed by a linear finite element method. This methodology will be the basis, with some
minimal adjustments, to numerically solve the reaction-diffusion systems for the generation
of Turing patterns on those surfaces, as shown in next sections.

3.1 The Laplace-Beltrami operator (LBO)

The Laplace-Beltrami operator is a generalization of the usual Laplace operator. This
operator acts on functions defined on surfaces in the Euclidean space and, more generally,
on Riemannian surfaces and manifolds. We will use it for functions defined on three-
dimensional surfaces in the Euclidean space R3.
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Definicion 3.1 Let £ C R3 be a smooth oriented surface, and let h = h(x) be a unit normal
vector at x, exterior to Z, and ¢ : L C R3 — R a function defined on L of class C'. The
tangential gradient of ¢ at x € L is defined by

Vid(x) = Vo(x) = (Vo(x),0)n (27)
where (-,-) denotes the inner product in R3.

Geometrically, the tangential gradient is the orthogonal projection of the gradient vector
Vé(x) onto the tangent plane at x with normal vector fi(x) as shown in figure 1. The
projection matriz to the normal vector is P=nn', and Vs §(x) can also be expressed as:

Vip(x) =(I-P)V(x), (28)

where I represents the identity matrix of size 3 x 3 and I—P is the complementary orthogonal
projection to P.

V(%)

Tangent plane

Figure 1: Tangential gradient Vy§(x).

Definicién 3.2 Let ¢ : £ C R3 — R be of class @2. We define the Laplace-Beltrami
operator of ® denoted by VQZCI), by

Vig = div(Vzd), (29)

or equivalently, V%d) = Vs - Vsd. In many texts, this operator is denoted by As .

3.2 Weak form of equation (26)

In order to numerically solve the elliptic equation (26) using a finite element method, we
must find its weak or variational formulation. It is obtained by multiplying that equation
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by a test function v and integrating over the surface . After applying integration by parts
we obtain the following problem:
Find ¢ € £2(Z) such that, for all v € H!(X), it satisfies

ocJ d)vdZ—irDzJ ng-vzvdZ:J fvds, (30)
P z x

where

HY(Z) = {v e L2(%) : J IVsv)? dL < oo}
z

and where dX represents the surface differential.

Note. The integral equation (30) does not include boundary integral terms, because either
the surface is closed (0L = () or it is open with zero-flux boundary conditions. So, the
above variational formulation is the same for both cases.

3.2.1 Approximation of the variational problem

To obtain a finite element approximation to the variational problem (30) we use a Ritz-
Galerkin approach, where the Hilbert space H!(Z) is approximated by a finite-dimensional
subspace. One possible way is approximating each function in '(Z) by a continuous
piecewise polynomial. One of the most simple approximations is obtained with continuous
piecewise polynomials of degree one. So, if we denote by P; the set of polynomials in
two variables of degree 1, and we approximate the surface £ by a triangular mesh Ty,
then H!(X) is approximated by the following finite-dimensional space of piecewise linear
functions :

Hh:{veeo(i) ‘v, € Py, VTetrh}, (31)

We denote by Vy, the set of vertices of T}, and for each vertex (node point) P € Vy, there is
a ‘hat function’, denoted by @p € Hy, that satisfies the following basic property for each
vertex Q € Vi (see Figure 2):

Figure 2: Pyramidal or "hat’ function.
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er(Q) =

1 if Q=P,
0 if Q#P.

The set of hat (pyramidal) functions B, = {@p |P € Vi} form a basis of the finite element
space Hy,. Furthermore, the dimension Ny of Hy, is number of vertex nodes in the triangulation
Th.

We can now discretize the variational problem (30) as follows: Find ¢y € Hp such that

(XJA O¢rhvhdL 4+ Dy JA Vsbn - Vv dX :JA fvnp dZ, Vvh € Hp. (32)
z x x

It is enough that (32) be satisfied for each basis function @p. Furthermore, by expressing

¢n € Hp, as linear combination of the basis functions ¢p(x) = Z On(P) p(x), we get
PeEVL
the following reformulation of (32):

Z <(XJA op o dX + Ds JA Vsop-Vigg dZ) dn(P) = JA fogdX, VQE€Vh,
PeV, z z z

(33)
which can be expressed in the following form (after enumerating the vertices in the mesh):

Find the values ¢; = dn(Pi), 1 =1,2,..., Ny such that

N

Z ((XJA @i @;dX + Dy JA Vs@i-Vio; d):) b = JA fe;dX, Vj=1,2,...,Ny. (34)
i1 bx bx bx

Written in matrix form, we obtain

(«M + DsK) ¢ =F, (35)

where ¢ is the vector of unknowns {¢i}, M = (My;), K = (Ky;) and F = (Fy, ... ,FNI)T,
with

Mi; = . @i @;dX, (36)
Kij = . Vzei-Vze;dL, (37)
Iz

M and K are called the mass matrix and stiffness matrix, respectively, and F is known



Boletin de la Sociedad Mexicana de Computacion Cientifica y sus Aplicaciones 104

as the load vector. Since £ = U T, we obtain
TE{I}I

My = ) L @i @; dT, (39)
TeTy
Ki= ) J V@i Vie;dT (40)

TeT)

where ‘.T:Lj represents the triangular elements containing the adjacent vertices Py, Pj and Vr
is the tangential gradient over the triangle T.

3.2.2 Building local basis functions on each element

Let ne be the number of triangular elements in the mesh. For each e = 1,2,...,ne,
the triangular element T, € Ty has vertices Pf, P§, PS, with coordinates (xf,y$,zf),
(x5,u$,25),(x5,y5, z5), respectively. The connectivity matrix {g(e,A)}, 1 < e < ne,
1 < A < 3, relates local node numbering to the global one. More precisely, the local vertices
A = 1,2,3 of an element T, have global numbering i = g(e, 1), j = g(e,2), k = g(e,3),
respectively. So, a basis function @; restricted to the element T, can be denoted by

o (x) = @i(x)lr,, with i=g(e,A).
These local basis function thus have the following properties
1. @X(x,y,z) is a polynomial of degree < 1 on Te.
2. @R(Xfs Y zh) = O, 1 <A R < 3.
3. of(x)+oS(x)+es(x)=1, Vx=(x,y,z) € Te.

and x can be expressed as a weighted average of the vertices of the triangle with weights
determined by the local basis functions. That is,

x = @1 (x) P{ + @5(x) Py + @5(x) Py (41)
where P? = (x{,uf,z7), Py = (x5,95,25) v P§ = (x§,y5,z5) are the coordinates of the
vertices of triangle Te.

3.2.3 Reference element and affine transformation

We consider a reference unit triangle T in the coordinates &1 and a triangular element
Te € Tn in the Cartesian system x-y-z as in Figure 3.
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P3(x3.y3.25)

(0.1)

T~

P
100,y 20y o5, y5,25)

0,0) (1,0) é ) y

Figure 3: Affine transformation from the reference element T to the physical element
Te.

~

Assuming a counter-clockwise node numbering, the affine transformationre : T +—— Te
is given by
re(&,n) = G1(E,m) (6, yf, 28) T + P2(E M) (x5, 15, 25) T + Pa(E,m) (x5, y$,25) T, (42)
where
@1(&»“) =1- E»_Tla
$2(E,m) =&,
@3(&7“) =T7.
The Jacobian matrix Je of the affine transformation (42) is
x§ —x{ x5 —x§

Je=1]vysi—yi ys—vf |. (43)
z§ —z§{ z§ —z§

The column vectors of this matrix are the fundamental vectors rg, ry. This vectors, along
the normal vector to the triangular element T, are:

e e e e
Xg — X7 X3 — X1
e __ e e e __ e e A€ __ € e
re=1Y2 Y1 | » rm=1Ys Y1 | > n- =rg Xry (44)
e e e e
Zy — 29 Z3 — 21

3.2.4 Assembly of mass and stiffness matrices using the reference element

Assembly of the mass matrix M. From equation (39), and the connectivity matrix
relating local to global nodes, we get

My = Z JT @%@y dTe,
TeeTh ™ ¢
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with 1 = g(e,A) and j = g(e, ) adjacent nodes. These integrals are computed in the
reference element employing the affine transformation (42), so

M= 3 |[ onoulnt xrglidean = 3 g x oM (45)
TeeT) TeeT)

where, for 1 <A, pu<3
M 2”? P&, M) Pu(Em) dEdn, (46)

are the coefficients of the 3 x 3 local mass matrix M. Double integral notation has been
used to emphasize that they are surface integrals. Coefficients M, may be computed
exactly or approximated by Simpson’s rule or a Gaussian quadrature only once and stored
in memory.

Assembly of the stiffness matrix K. From (40), we get

Ky = Z J V1. 0% - V.05 dTe,
TeeT)) ™ ¢
with i = g(e,A) and j = g(e, p) as before. Here V1,0$¢ = (I—P.)V@$, where P = n¢(n¢)T
is the projection matrix over the normal vector n€ to the triangular element T.. Then, we
can write
Kij=) | ([=P)Ve5 - (I-Pc)Vey, dTe. (47)
Te€T} Te

Again, these integrals are calculated in the reference element using the affine transformation.
Observing that Vo =1J l V5, and that V@ is a linear combination of the local fundamental
vectors rg, ry, 0, we obtain

(I—Pe)Ves =Jc (JeJe) 'Va, A=1,2,3. (48)
Therefore,
Ky= > JL(VWT(JZL)1V©ullr2><rﬁlldédn= 2 e xRS (49)
TeeT) TeeT)

where, for 1 <A, pu < 3,

1
Kiw = 5(Voa) T Jele) " Vo, (50)
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and the gradients are the constant column vectors V§q(&,1) = (—1,—1)T, V§a(&,n) =
(170)T and v¢)3(£7n) = (07 1)T

In summary, the coefficients of the matrix
A=aM+DsK,

associated to the finite element approximation of the elliptic equation (26) are computed
by means of the formula:

ay= > Iirg xrgll («Myy+Ds RS, ), (51)
TeeT)

with i = g(e,A) y j = g(e, u).

3.2.5 Calculation of the coefficients F; of the load vector F

Using again the relationship between the global index and the local index we can approximate
the load vector (38). First, the source term f(x,y,z) is approximated on each triangular
element as

3
X Y Z’ ~ Z XAay)\vz’)\ (Pi(xayal),
A=1
then, we have
3
Fj= D I xrfll 3 (65,05, 28) Mg, (52)
Te€T) A=1

assuming that j = g(e, u) in T, so i = g(e,A) run over the adjacent nodes.

4 Full discretization of the reaction diffusion model for 3—D surfaces

Coming back to the generation of Turing patterns on three-dimensional surfaces, we must
solve the following reaction-diffusion system on a given surface Z.

%‘t‘ =D, VZu+vyf(u,v) in X, (53)

% =D, Viv+yg(u,v) in I, (54)
(h-Vu=(n-V)v=0, on 0X, (55)
u(x,0) = up(x), v(x,0) =wo(x), VxeL (56)

A similar analysis to the one done in Section (2.1) may be performed for this system.
However, the analysis is not as simple as before, because surface geometry and topology
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(curvature, for instance) play an important role in pattern formation and in pattern dynamics.
Nowadays there is a limited understanding about this phenomena [16]. In fact, a static
pattern on a flat plane can become a propagating pattern on a curved surface [15]|. Also, it is
well-known that geometric aspects influence the transport properties of particles that diffuse
on curved surfaces, as shown in [11| and some reference therein. For these reasons, we will
take advantage of what has been done for planar regions and use it as a guideline to generate
Turing patterns on curved surfaces. Therefore, we will consider the Turing conditions (21-
25) for planar regions and, with some slight variation of the parameter values, depending
of the particular surface, we will generate some Turing patterns by solving numerically the
above reaction-diffusion equations and show some results with the numerical methodology
developed in the previous sections.

4.1 Semi-implicit scheme for discretizing the parabolic form of the Laplace-
Beltrami equation

A full discretization of the reaction-diffusion system (53)-(56) is may be obtained by
a combination of finite difference dicretization with respect to time and finite element
discretization with respect to space variables. One of the simplest, but still very effective,
schemes is obtained by means of Euler time discretization. The time-interval [0, T] with
T > 0 is divided into N subintervals of small length At = T/N, say [(n — 1)At, nAt],
n = 1,...,N. From the initial conditions we obtain the starting values (u%(x),v°(x)) =
(up(x),vp(x)), and assuming that approximations (u!(x),v'(x)) ~ (u(x, At),v(x, At)),. . .,
(U™ (x), v (x)) = (u(x,nAt),v(x,nAt)), are already known, we can compute the next
approximation (u™*!(x),v**1(x)) by solving the system

un+1 —u" 2 . n+l1 n.,.n
At _Duvzu :Yf(u ,V )7 (57>

vn+1 —vr 2 . n+1 n ,n
At _DVVZV :Yg(u y V )7 (58)

where the boundary conditions (i - V)u™™! =0 and (i - V)v™*! = 0 must be satisfied if
0L # (). It is easy to see that these equations are of elliptic type (26). For instance for
the first equation we can set u = u™*!, & = 1/At and f = vy f(u™,v") + ocu™, obtaining
a system of the form (26). So, the numerical solution of both equations at each time step
is obtained by the finite element method developed in Section 3. The full discretization
scheme is called semi-implicit (see [7]) because the diffusion terms are evaluated implicitly
while the reaction terms are evaluated explicitly, at each time step.

4.2 Validation of the proposed methodology

According to the full discretization scheme, we must solve the elliptic equation (26) at every
time step. So, it it very important to have an effective and accurate numerical solution to
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this equation. Let X be the unit sphere, « = 0, Dy = 1 and f(x,y,z) = 12xyz, then the
exact solution of (26) is ¢(x,y,z) = xyz. We can compare the numerical solution ¢y with
this exact solution and find the accuracy of the numerical method. We generate triangular
meshes on the unit sphere by the subdivision of an inscribed icosahedron, and we denote
by Ng the number of the subdivisions. We show the generated meshes for Ng =0, 3,4,5 in
Figure 4.

Figure 4: Triangular meshes
for Ng =0, 3,4, 5 subdivisions.

The rate of convergence 1 of the linear finite element method is obtained from the error
estimate

16— dnllezz) < Clléllz)h', (59)

where ¢y, is the numerical solution on a triangular mesh with mesh-size h (the average
diameter of the triangular elements), C is a constant independent of h. It we show that
T is close to 2, then our numerical method achieves the optimal convergence rate. This
parameter is estimated from the relation

b — dnllrz(x) ~oT, (60)
b — dnyallizis

for two meshes, one with mesh-size h and a refinement with mesh-size h/2, for h small
enough. We obtained r = 2.0155 with mesh-sizes h and h/2, corresponding Ng = 4 and 5,
respectively.

On the other hand, for parabolic PDE the methodology has been tested in the context
of optimal control on a toroidal surface and on a sphere, as shown in references [12, 13].

5 Numerical results

Example 1. We consider the Schnakenberg model, which is a classical and simple
model to generate spot patterns, among other structures. Its reaction terms give rise to
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one of the simplest oscillating reactions between two chemical species, and was introduced
by Schnakenberg in 1979 [19]. These reaction terms, in dimensionless form, are

flu,v) =y (a —u+u?v), (61)
g(u,\)) :Y(b _u2V)7 (62)
with a, b,y positive constants. We assume homogeneous Neumann-type boundary conditions

for the case of open and bounded surfaces, and initial conditions as in (55-56). The stable
equilibrium of the chemical reaction is

* * b
u =a-+ b7 v = m (63)
The Jacobian matrix at the equilibrium point (63) is
b—
= (a+D)
I=| ¢3! o (64)
“a+b —(a+?)

Considering a < b the conditions (21-24) translate into
1.0<b—a< (a+b)3
2. Ds(b—a) > (a+b)3,
3. [Ds(b—a) —(a+b)3]* > 4Ds(a+b)™.

For more details we recommend references [14, 5, 10].

We present numerical results for four different 3-D surfaces for which we show coarse
meshes in Figure 5: The first two are closed surfaces and the other two are open. Actual
meshes to compute numerical solutions are refinement of these meshes (the number of nodes
and triangular elements are included along with each numerical result below. These meshes
were generated using their parametric equations:

e ‘Blood cell’?: —m/2 <0 < 7/2,0< ¢ < 2m,

X =19 cos ¢ cos O

Yy =T1psin P cos 6
1
z= §sin 0 (co + coc0s20 + c4cos?0)

where 19 = 3.91/3.39, co = 0.81/3.39, ¢y = 7.83/3.39 and ¢4 = —4.39/3.39.

2Equations obtained from [6]
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e ‘Strawberry’: x2+y2+ (z— /x2 +y2)2 =1.

e ‘Coiled toroid’: 0 <0 < 2m, 0 < ¢ < 4m,
x = (34 cos0)cosd
y = (34 cos0)sind
z=sin0 —0.325¢

e ‘Helical shell’ 3: 0 < 0 < 2 and t € [—40, —1],
x = e Y1.54 cos0)cost
y=—e"t1.54cos0)sint
z=e"t (854 1.2sin0)

Figure 5: Surfaces used for the Schnakenberg model to generate spot patterns.

For all these cases we fix the parameter values Dy = 20, a = 0.126779 and b = 0.792366,
for which it is known that generate spot like patterns in a planar region for different values
v. The initial conditions (1, vg) were generated by a 10% perturbation of the equilibrium
(u*,v*).

e ‘Blood cell’. Discretization parameters: At = 10~%, mesh with 40962 nodes and

81920 triangular elements. Scale factor y = 1000.

Initial condition u, Initial condition v, ulxy) t=4 Vixy) t=4

Figure 6: Concentrations at t =0 and t = 4.

3Equations obtained from [1]
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e ‘Strawberry surface’ Discretization parameters: At = 10~%, mesh with 40962

nodes and 81920 triangular elements. Scale factor y = 500.

Initial condition u, Initial condition v, u(xy) t=15

15, 156 15 069
155 1
1 1 068 i,
05 15 05 o067 05
~
N 153 ~ 068 15
o] o o
2 065
05 05 05 X
151 -
4
al 4 A
4 i 4 1 los Bl 1
05
: e 062 0 0
0 0 o 0
x 1o Y X 14 Y X 1 Y

Figure 7: Concentrations at t=0and t =1.5.

e ’Coiled toroid’. Discretization parameters: At = 104, mesh with 48 690 nodes

97 200 elements. Scale factor y = 100.

Initial condition u, Initial conditionv, ulxy) t=45

Figure 8: Concentrations at t =0 and t = 4.5.

e ‘Helical shell’. Discretization parameters: At = 10™%, mesh with 90 150 nodes

180000 elements. Scale factor y = 500.

Initial condition u, Initial condition v, u(xy) t=2

Figure 9: Concentrations at t =0 and t = 2.

vixy) t=15

vixy) t=45

vixy) t=2

and

and
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Example 2. Now, we consider the BVAM model* taken from [2|, which expressed in its
Laplace-Beltrami form for surface domains is given by :

d

ailti = Dzév%u—i—y [ocu(l —T1V2) +v(1 —rzu)} )
d

a—: =8Viv+y [Bv (1 + ogluv) +u(e +r2\))] ,

where «, 3,90, €, D are constants. The scale factor v > 0 has been added to allow for more
convenient manipulation of pattern sizes. The stable equilibria of the chemical reaction,

w* = (u*,v¥*)T, must satisfy
(x+€)
= u*, 1. 65
T (65)
For € = —«, v* = 0. For simplicity, we consider w* = (0,0)" as the equilibrium point. In

this case the Jacobian matrix at the equilibrium point w* = (0,0)" is given by

J= (‘;‘ é) . (66)

Thus, the conditions (21-24) for this case are:
1. a+p <0,
2. afp —e >0,
3. Da+f >0,
4. (Da+B)? > 4D(aP — €),

with o, 8 >0, B,e <0and 0 <D < 1.

Again, we present numerical results for four different 3-D surfaces shown in Figure 10,
three of them are closed surfaces and the other one is open. These meshes were generated
using their parametric equations:

e Unit sphere: standard parametrization with radius R =1

e Toroid: usual parametrization with major radius R = 2.5 and minor radius r = 1.

4Named after the initials of its authors: Barrio, Varea, Aragéon and Maini.
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e Dupin’s cyclide®: 0 < ¢, 0 < 2m,

__d(c—acos¢pcos0) + b2cos b

x= a—ccosdcosb
_ bsin¢ (a—dcos0)

y= a—ccos ¢ cosB

. bsin® (ccosp —d)

a—ccosdcosHd

witha=2,b=195c>=a?—b% d=c+0.2.

e Wavy cylinder without covers: 0 <0 <21, 0 <2< 2

x = R(z) cosB
y = R(z) sin®
z =

with R(z) = 0.5cos?(3z) + 1.

T
&ﬂggﬁ&%ﬁmvﬂﬂ
e

PR
TSN
SRS

Figure 10: Surfaces used for the BVAM model to generate Turing patterns.

The following numerical results were obtained with parameter values «, 3, 9, €, 11, T2,
Dy within the range proposed in [6]. In particular, the following parameters are common

for the four cases: o« = 0.899, 3 = —0.91, 6 = 0.516, ¢ = —0.899.

e Sphere. Discretization parameters: At = 1072, mesh with 40962 nodes and 81920

triangular elements.
2.1 x 1073

SEquations obtained from [23].

Scale factor y = 10. Parameters: r; = 3.5, 7o = 0, Ds
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Figure 11: Concentrations at t = 0 and t = 600.

e Toroid. Discretization parameters: At = 1072, mesh with 20000 nodes and 40000
triangular elements. Scale factor y = 0.5. Parameters: 1 = 0.02, 7o = 0.2, Dy =
4.5 x 1073,

Initial condition u, Initial condition v, u(xy) t=800 vixy) t=800

3
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Figure 12: Concentrations at t = 0 and t = 800.

e Dupin’s cyclide. Discretization parameters: At = 10~2, mesh with 22 500 nodes and
45000 elements. Scale factor y = 10. Parameters: 11 = 3.5, 79 =0, Dy = 2.1 x 1073.

Initial condition u, Initial condition v, uGy)  t=1350 Vixy)  t=1350
oz 015
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o007
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015
o002 N
02 o
001 001
025
015

Figure 13: Concentrations at t =0 and t = 1350.

e Wavy cylinder without covers. Discretization parameters: At = 1072, mesh with
29040 nodes and 57600 elements. Scale factor value y = 2. Parameters: r; = 0.02,
19 =0.2, Dy =4.5 x 1073,
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Vixy) t=500

Figure 14: Concentrations at t =0 and t = 500.

6 Conclusions

e When transferring the mathematical conditions for pattern generation from planar
regions to surfaces, the Laplace-Beltrami operator was used and computational simulations
were performed. In these simulations, spatial patterns similar to those already known
in planar regions were observed. In some cases, it was necessary to adjust the value
of the scale factor vy, which is closely related to the wave modes in the analytical
solution; this adjustment was crucial to obtain patterns on surfaces.

e The numerical methodology for the solution of the Laplace-Beltrami equation, using
the finite element method, allowed the development of a simple way for calculating
the mass matrices M, the stiffness matrix K and the load vector F. This resulted
in an optimized code to perform the computational simulations. A great advantage
of this implementation is that the calculations to determine the mass matrices M,
stiffness K and the load vector F depend only on the coordinates of the nodes of the
triangular mesh associated with the surface and on the gradients of the functions @1,
@2 and @3, which, as previously seen, are constant.

e Although the strategy for solving the system (a«M + DszK)¢dp = F obtained in (35)
was not presented, the Cholesky-type factorization was used in the matrix A = oM+
DsK because it is a positive definite symmetric matrix. Additionally, since matrix
A is sparse, different methods are available to further speed up the calculations (see
[3], [4]). In our case, the Minimum Degree Permutation Method was used, which
significantly optimized the computation time.

e It is important to mention that, for the most part, the triangular meshes are generated
from known parametrizations of the surfaces. It is crucial that these meshes are of
good quality to obtain optimal numerical results, as poor-quality meshes can lead to
significant numerical errors. Reference [18] can be consulted for an introduction to
the study of triangular mesh quality. It is worth mention that parametrizations are
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not used for the numerical solution of the reaction diffusion-models, instead they are
solved directly in Euclidean coordinates, as indicated in Section 3.
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Robustez y Componente Gigante de la Red
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Resumen

La robustez R de un grafo es un parametro que cuantifica la vulnerabilidad de una
red bajo ataque en alguno de sus nodos n;. La robustez se define como la fraccién de
la componente gigante después de que se eliminan ciertos nodos ya sea de forma alea-
toria o bien de forma especifica. Usando estas dos tltimas definiciones y un script de
programacion en Python y NetworkX analizamos la dindmica de la componente conec-
tada principal de la red de tréafico aéreo de la Republica Mexicana cuando se realizan
ataques aleatorios y dirigidos en sus nodos. Asimismo, y a manera de comparacion,
calcularemos la fracciéon critica de nodos eliminados ¢* en funcién de la densidad p de
la red para diferentes redes aleatorias usando el modelo de Gilbert y la red de trafico
aéreo de la Republica Mexicana con el fin de decidir si ésta tltima es o no es vulnerable
a dichos ataques. Los resultados obtenidos muestran el grado de vulnerabilidad de la
red de trafico aereo en la Republica Mexicana.

Keywords: Fourth-order finite difference; Domain decomposition; MPI; Poisson equation;
Speedup; Elapsed time.

1 Introduccién y relevancia

La robustez es una cualidad deseada en cualquier sistema conectado en el cual las uni-
dades interactien entre si y su funcionamiento global dependa de esta comunicacién. En
un universo interconectado y en constante cambio, la capacidad de resistir perturbaciones,
adaptarse a desafios inesperados y mantener su funcionalidad esencial se convierte en un
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criterio fundamental para evaluar la eficacia y la viabilidad de diversos sistemas interconec-
tados [3, 19].

Algunas de las areas donde la robustez se constituye como una piedra angular para eva-
luar la estabilidad y la capacidad de respuesta incluyen la redes eléctricas y de transporte
de energia [8], los ecosistemas naturales (desde bosques hasta arrecifes de coral) [23] asi
como las redes de transporte urbano [14], por mencionar solo algunas. La evaluacion de la
robustez en estos contextos proporcionan un marco invaluable para comprender cémo estos
sistemas pueden enfrentar y sobrellevar situaciones de estrés, identificando sus vulnerabi-
lidades y fortalezas ante diferentes escenarios. En particular, el estudio de la robustez en
las redes de transporte es fundamental para garantizar la eficiencia y la continuidad del
servicio en caso de perturbaciones. Diversos trabajos han abordado este tema desde dis-
tintas perspectivas y en diferentes tipos de redes de transporte, proporcionando una base
solida para comprender como la estructura y las caracteristicas topologicas influyen en su
capacidad para resistir fallos y ataques |7, 16, 13].

En uno de estos trabajos, los autores examinan la robustez del sistema de metro de
Madrid [11], destacando la importancia de la teoria de redes para entender como la infra-
estructura responde a fallos y ataques . Su investigaciéon revela que la robustez de la red
puede variar significativamente dependiendo de la topologia y las caracteristicas especificas
del sistema.

Por otro lado, en [18] se ofrece un anélisis completo sobre la red del metro de Nueva
York, aportando una vision detallada sobre cémo el sistema mantiene su conectividad fren-
te a diversas perturbaciones. Este estudio subraya la capacidad de la red para adaptarse y
recuperarse de fallos, y proporciona una base para comparar con otros sistemas de trans-
porte. La vulnerabilidad de las redes de transporte publico, segin [21], se comparara el
analisis de la robustez de las redes de metro y de autobuses, demostrando que cada tipo de
red tiene caracteristicas distintas que influyen en su resilencia. Este enfoque comparativo
es fundamental para comprender las ventajas y limitaciones de cada sistema de transporte
en situaciones de crisis.

En el ambito del transporte aéreo, como se menciona en [22], es posible analizar la
estabilidad de la red aeroportuaria global bajo ataques aleatorios y objetivo en los aero-
puertos. Su investigacion revela como la red global de aeropuertos puede verse afectada por
perturbaciones en nodos clave, y proporciona una perspectiva importante sobre la gestion
de redes complejas a nivel internacional. Finalmente, como se ha demostrado en [17], se
utiliza la Teoria de Grafos (Graph-Theory) y simulaciones para identificar las debilidades
estructurales de la red ferroviaria de la ciudad de Londres y proponer mejoras para un fun-
cionamiento mas robusto y equilibrado de dicha red. Este enfoque es crucial para garantizar
la continuidad del servicio ferroviario y minimizar los impactos de los fallos.
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Inspirado por los estudios anteriores, este articulo se centra en analizar la robustez de
la Red Aeroportuaria de la Republica Mexicana a través de grafos y redes complejas. Se
utilizara el concepto de componente gigante, que es el subconjunto mayor de nodos que
estan conectados a través de enlaces o aristas, para estimar la reduccion en el tamano de
la componente conectada principal de la red.

Por ejemplo, si se eliminan nodos clave o importantes como el Aeropuerto Internacional
de la Ciudad de México, Benito Juérez o el Aeropuerto de Tijuana, Gral. Abelardo Rodri-
guez, que son aeropuertos de conexion fundamentales, se podria observar una fragmentacion
significativa de la red, lo que implicaria una disminucién abrupta de su funcionalidad y ac-
cesibilidad. Este tipo de analisis permite entender la estructura topolégica, vulnerabilidad y
funcionalidad de la red, evaluando estrategias para mejorar su capacidad de resistir pertur-
baciones. Con ello, se busca contribuir al desarrollo de un sistema de transporte aéreo mas
eficiente y seguro, incluso frente a escenarios de ataques dirigidos o fallos en infraestructura
critica.

2 Metodologia: Componente gigante y robustez R de un grafo

Una red o grafo, denotado como G, consiste en un conjunto de nodos N, los cuales estan
interconectados mediante un conjunto de enlaces E. La cantidad de enlaces que conectan
a un nodo n; se denota como k;, lo cual representa el grado k; del nodo n;. Cada conexién
entre nodos representa una relacién o interacciéon especifica. Una red se puede representar
formalmente mediante la notacion G = G(N, E). Asimismo vamos a considerar Gnicamen-
te y exclusivamente redes no dirigidos (todos sus enlaces son bidireccionales y no tienen
orientacion especifica) y simples (que no formen conexiones directas desde un nodo hacia
si mismo).

La distribucién de probabilidad de grado o distribuciéon de grado, que la denotamos
de la forma py, nos proporciona la probabilidad de que un nodo n; seleccionado de forma
aleatoria tenga grado k; [10]. Dado que py, es una probabilidad, debe normalizarse, es decir

N—-1
> m=1
k=1
La distribuciéon de probabilidad de grado pi se expresa como la proporciéon de nodos con

grado k en relacién con el total de nodos N en la red. Por lo tanto:

Ny,
= — 1
PE= (1)
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indica la probabilidad de que un nodo seleccionado al azar tenga exactamente k conexiones.
La distribucién pg nos ayuda a comprender la topologia, estructura y conectividad de una
red, lo cual nos permite identificar nodos de mayor relevancia.

Una forma de representar un grafo es a través de un arreglo matricial. La matriz asociada
A de una red dada G(N,E) es de tamaio N x N e indica si dos nodos n; y n; (con
i,j = 1,2,3...,N ) estan conectados o no. Esto es, los elementos a;; de la matriz de
adyacencia tendran los siguientes valores:

= a;; = 1 si hay conexion simple entre los nodos n; v n;:;
ij g
= a;; = 0 en caso contrario.

Por consiguiente, G(N, E) lo podemos representar de la forma:

ai a2 1N

a21 a2 2N
A=

aniy an2 - AaNN

Tal como se mencioné previamente este arreglo matricial es conocida como la matriz de
adyacencia [2]|. En el caso de grafos no dirigidos, la matriz de adyacencia es simétrica, es

decir, A = AT

Es posible calcular el grado k; de cada nodo mediante la matriz de adyacencia sumando
los elementos de la fila o columna de A de la forma:

N N
k=Y A=) Aj (2)
=1 =1

El nimero de enlaces que posee la red lo podemos calcular utilizando A mediante:
1 N
i,7=1

Teniendo presente los conceptos anteriores, en la Figura 1 podemos observar un ejemplo
de una red G(N = 8, E = 8) con su respectiva distribucion de probabilidad de grado py
graficado de la forma pj versus V.
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Figura 1: Red G(8,8) con sus respectiva py

En la Figura 1 se presenta una red pequena en donde cada nodo representa un punto
de conexion, y cada enlace representa una conexién entre dos nodos.

En el caso de la grafica, p; muestra la probabilidad de que un nodo seleccionado al azar
tenga un cierto nimero de conexiones o grado k. Los datos obtenidos para la distribucion
de probabilidad de grado son los siguientes:

s =X =24=05

=2 =1=0125
np3=2=2=025
== =1=0125

Esto significa que hay un 50 % de probabilidad de que un nodo tenga grado 1, un 12.5%
de probabilidad de que tenga grado 2, un 25 % de probabilidad de que tenga grado 3, y un
12.5% de probabilidad de que tenga grado 4.

La figura 1 ilustra cémo se distribuyen las conexiones de los nodos en la red, ayudando
a entender la estructura del mismo y cémo se conectan los nodos entre si. Esta informaciéon
es atil para analizar la conectividad y las propiedades de la red en diversas aplicaciones.
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Por otro lado, la matriz de adyacencia A asociada a la red G anteriores es de la forma:

01111000
10000110
10 00 0O0O0O
A:10000000
10 00 0O0O0O
01 000O0T11
01000100
00 0O0O0O1QO00O0

Al calcular el grado del nodo ng utilizando la ecuacion (3) obtenemos:
8
ky =) Ay =3 (3)
j=1

Asimismo, es evidente notar que la red de la Figura 1 es no dirigida (4 = AT ) y es simple
(aiy =0Vi=1,2,...,8).

La distribuciéon de probabilidad de grado la retomaremos mas adelante para definir la
existencia de la componente gigante en una red que es la parte esencial para analizar la
vulnerabilidad o resistencia de una red cuando enfrenta ataques a sus N nodos.

2.1. Componente gigante y robustez de la red

La componente gigante (denotada como CG) de una red la podemos definir como la
componente conectada més grande, que incluye o contiene la mayor proporciéon o la mayor
cantidad de nodos de la red conectados entre si mediante los enlaces.

Denotemos con u = 1 — % la fraccion de nodos que no estan en la CG, cuyo tamano
es N¢; y sea p la probabilidad de que un par de nodos estén conectados por un enlace. Si
un nodo n; forma parte de la CG, debe unirse a otro nodo nj, que también debe de formar
parte de la CG. Por ende, si n; no es parte de la CG, podria suceder dos casos:

= No exista una conexion entre n; y n; (la probabilidad para esto es 1 — p).

= Existe una conexion entre n; y nj, pero nj no es parte de CG (la probabilidad para
esto es pu).

Por lo tanto, la probabilidad total de que n; no sea parte de la CG a través del nodo n; es
1 — p + pu. La probabilidad de que n; no esté conectado a la CG a través de ningtn otro
nodoes (1 —p+ pu)N ~1 ya que hay N — 1 nodos que podrian servir como conexiones a la
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CG para el nodo N —i. Como u es la fracciéon de nodos que no pertenecen a la CG, para
cualquier N y un valor p con 0 < p <1 el modelo matematico

w=(1—-p+pu)¥? (4)

proporciona el tamano de la CG mediante No = N (1 — u).

También podemos representar el tamainio de la CG de la siguiente forma. Denotemos
con N el nimero de nodos que forman parte de la CG; y Q = ¢N el numero de nodos
eliminados, cuya forma normalizada lo tomamos como ¢ = % (Mas adelante explicamos
las formas de eliminar @ nodos). En consecuencia, para cualquier N y @ (con Q < N) el
modelo matemaético:

N
s == 5
Q=" o)
proporciona el tamano de la componente gigante mediante la cantidad de nodos a eliminar

de una red.

El criterio de Molloy-Reed nos garantiza la existencia de la CG dentro de una red [15].
Sea:

LN Emas
<k>—N;ki—kapk

el promedio de los grados de todos los nodos en una red, también conocido como el grado
promedio; y

2 1 Y 2 RLS 2
() =5 DK =D Km
i=1 Emin

el promedio del cuadrado de los grados de los nodos. Este tultimo proporciona la dispersion
o variabilidad de los grados en la red, mejor conocido como la varianza.

Por lo tanto, podemos determinar la existencia de la CG de la siguiente manera:

_ )
"= ©)

Si k > 2, entonces existe una CG. En caso contrario, la red carece de una CG.

Para entender mejor este concepto, mostraremos unos ejemplos de la CG. En la figura
2 (a) podemos observar una red conexa y en la figura 2 (b) visualizamos una red disconexa
con varias componentes conectadas. Para ambos casos, aplicando la ecuacion (6) tenemos
como resultado que k ~ 2,75 > 2 para la red del inciso (a) y k ~ 2,64 > 2 para la red del
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inciso (b), es decir, existe una CG en ambas redes. De forma visual podemos identificar que
en la red del inciso (a) la CG es toda la red y en la red del inciso (b) la CG es la componente
conectada con el mayor nimero de nodos (ubicada en la parte derecha).

M

(a) Red conexa (b) Red disconexa

Figura 2: Ejemplos de redes con existencia de la CG

La CG seré de interés para medir la robustez de la red debido a su importancia de co-
nectividad y, en ocasiones, por su facilidad para romper dicha componente en componentes
diminutas.

La robustez de la red se refiere a la capacidad de dicha red para resistir y mantener su
estructura y funcionalidad frente a la pérdida de nodos |20, 9]. Llamaremos R a la medicion
de la robustez de la red, el cual se puede estimar mediante:

1
R = E:SQ 7
NQ:O() (7)

Tengamos en cuenta que el posible rango de R estara entre 1/N y 0,5, 0 < s(Q) < 1y
q = Q/N es la forma normalizada de @ .

La eliminacién de nodos de una red lo realizaremos uno por uno a través de dos tipos:
fallas aleatorias y ataques objetivo.

a) Fallas aleatorias

En este caso, eliminaremos de manera aleatoria y secuencial los nodos @ (Con @ < N
) de una red. El nodo seleccionado para remover podria ser un nodo de grado bajo o de
conectividad alta que forma parte de la CG, un nodo sin conectividad (nodo aislado) o
incluso un nodo con conectividad que no forma parte de la CG.

b) Ataques objetivo
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En este tipo de eliminacién, nos enfocaremos en atacar selectivamente los nodos de ma-
yor a menor conectividad en la red, es decir, comenzaremos eliminando los nodos ny, n9, ns, . ..
donde k,, > ky, > k,,; > .... Estos nodos son considerados 6ptimos debido a su impor-
tancia en la red, destacandose por su considerable conectividad con otros nodos. En esta
ocasion, la eliminacién de nodos se llevara a cabo de manera especifica y selectiva.

Nuestro objetivo es analizar, a través de una grafica g contra s(q), como se reduce el
tamano de la CG, que concentra la funcionalidad principal de la red. Si la reduccion es
lineal y constante, la red se considera robusta. En cambio, si la reduccién es agresiva, es
decir, si el tamano de la CG tiende a cero o se acerca a s(q) = 0 al atacar pocos nodos, la
red se considera no robusta. No obstante, también es posible que la reduccién no se ajuste
completamente a ninguno de estos dos casos. En la siguiente seccién examinaremos este
comportamiento utilizando el residual de un ajuste lineal para argumentar sobre la posible
robustez de la red.

2.2. Fraccion critica de nodos eliminados y densidad de una red

La fraccion critica de nodos eliminados (denotada como ¢* ) es el punto en el que,
al eliminar nodos de una red, el tamano de la CG experimenta una reduccién abrupta y
significativa, perdiendo su comportamiento robusto. Este comportamiento se observa en
una gréafica donde el eje de las abscisas representa la proporcion de nodos eliminados g y
el eje de las ordenadas muestra el tamano de la CG s(q). La fraccion critica ¢* indica el
umbral a partir del cual la red pierde su funcionalidad o conectividad principal de manera
drastica. Identificar ¢* es esencial para evaluar la robustez de la red frente a ataques. Esta
fraccion se determina aplicando el residual de un ajuste lineal o una regresion lineal [4]:

re=1s(q)—8(q;)| >15% Vi=1,2,...,N (8)

donde s(g;) corresponde al valor de la funcién de reduccion en el tamano de la CG de una
red y 5(¢;) corresponde al valor de la funcion de reduccion (s(q) = 1 — g) en el tamano de
la CG de una red robusta a un ataque. Con un error del 15% en re encontraremos ¢*, en
caso contrario, ¢* = 1.

Para comprender el significado de ¢*, en la figura 3 podemos observar dos reducciones
en el tamano de la CG de una red G(100, 175) y de una red robusta bajo ataques aleatorios.
Asimismo, observamos ¢* que se obtuvo aplicando la ecuacion (8).



Boletin de la Sociedad Mexicana de Computacion Cientifica y sus Aplicaciones 128

]
—e— G(100,175)
—— Red robusta

* q

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
q

Figura 3: Identificacién de ¢* en el analisis de la reduccion en el tamano de la CG de
una red G(100,175)

En casode que re < 15Vi =1,2,..., N, es decir, no se identifica ¢* en la reduccién en el
tamaiio de la CG de una red similar a la de la figura 3, entonces se le asigna a esa red ¢* = 1.

Por otro lado, la densidad p de una red cuantifica la proporcién de conexiones entre los
nodos con respecto al maximo nimero posible de conexiones en la red. Una red es densa si
el niimero de enlaces alcanza el maximo de enlaces posibles. En este caso, tenemos una red
completa con p = 1. En caso contrario, una red es vacia si no cuenta con enlaces, es decir,
p =0 [5]. La densidad de una red se define formalmente como:

donde 0 < p < 1. Para redes completas podemos calcular el niimero maximo de enlaces
posibles de la forma:

N(N —1)

Emaac = 9

Dicho lo anterior, la robustez de la red se determina a través de la fraccién critica ¢* y la
densidad p, especialmente cuando la reducciéon en el tamaino de la componente gigante no
sea de tipo decaimiento exponencial o de tipo reduccion lineal similar a la red robusta de
la figura 3.
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3 Aplicaciones a la red aeroportuaria de la Repuablica Mexicana

En este trabajo analizaremos la conectividad aeroportuaria de la Republica Mexicana
utilizando el formalismo anterior. Para ello utilizaremos una base de datos publica de siete
aerolineas mexicanas que corresponden al transporte aéreo local de pasajeros, es decir,
vuelos comerciales y vuelos privados de pasajeros nacionales [6].

3.1. Red de trafico aéreo de la Reptblica Mexicana

Definamos G como a la red aeroportuaria de la Republica Mexicana (RARM), Los
aeropuertos o terminales aéreas los denotaremos como los nodos N y los enlaces E co-
rresponden a los vuelos directos comerciales y privados nacionales que brindan las siete
aerolineas mexicanas que estan consideradas en la tabla 1.

Aerolineas mexicanas

Aeromar
Calafia Airlines
Grupo Aeroméxico
Magnicharters
Transportes Aéreos Terrestres

Viva Aerobus

|| T | W N~

Volaris

Tabla 1: Aerolineas mexicanas que ofrecen transporte aéreo de pasajeros

La base de datos de los vuelos directos comerciales y privados lo podemos encontrar
en las paginas web de cada una de las siete aerolineas mexicanas de la forma: vuelos de
ciudad a ciudad o vuelos directos entre dos ciudades y la vamos a guardar o almacenar en
un programa o un sistema de gestiéon de bases de datos. Posteriormente con la programa-
cion de Python y NetworkX podemos estructurar esa base de datos para darle forma de red.

Como resultado de este analisis, en la figura 4 visualizamos el tréafico aéreo de la RARM
correspondiente a enero de 2023.
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Figura 4: Red de trafico aéreo de la Republica Mexicana. Los nodos indican los aero-
puertos y los enlaces indican los vuelos directos

La red consta de N = 60 aeropuertos que ofrecen F = 723 vuelos directos comerciales y
privados nacionales. Como podemos observar, la RARM es no dirigida, es decir, cada vuelo
es de ida y vuelta; y es simple, es decir, solamente contemplamos un vuelo entre cada par
de aeropuertos.

3.2. Robustez de la red aeroportuaria

En esta seccion nos dedicaremos a analizar la reduccion en el tamano de la CG y la robus-
tez de la RARM cuando enfrenta ataques aleatorios y ataques objetivo a sus 60 aeropuertos.

Es importante considerar que al simular el ataque a un aeropuerto ya sea de forma
aleatoria u objetiva, estamos representando situaciones en las que un aeropuerto interrumpe
totalmente sus operaciones debido a diversos eventos, como desastres naturales, condiciones
climatologicas adversas, mantenimiento, modernizacién de la terminal u otros escenarios que
puedan suspender completamente su funcionamiento. Dicho lo anterior, en la figura 5 se
muestran las graficas de interés correspondientes a la reduccion en el tamano de la CG s(q)
y la robustez de la red R, donde se simularon fallas aleatorias.



Boletin de la Sociedad Mexicana de Computacion Cientifica y sus Aplicaciones 131

] [
1.0 —— RARM 0.5 —— RARM
—— Red robusta
0.8 0.4
0.6 0.3
G o
(V)]
0.41 0.21
0.21 0.1
0.0 ) ) ) ; 0.0 ) ) ) )
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
q q

Figura 5: Reduccion en el tamano de la CG y robustez de la RARM bajo fallas aleatorias

Podemos analizar en la grafica de la figura 5 que la reduccién en el tamaiio de la CG de
la RARM no es significativa, es decir, reduce de forma lineal y casi se parece a la reduccion
de una red robusta a dicho ataque que es la funcién continua s(q) = 1 —¢. En en caso de la
robustez, vemos que la funcién discreta converge a la cota superior de la estimacion de la
robustez, es decir, al rango superior con valor cercano al 1/2. Esto quiere decir que la red
es robusta. Por lo tanto, las dos gréficas de la figura 5 indican una robustez en la RARM
bajo fallas aleatorias.

Ahora analizaremos el comportamiento de la reducciéon en el tamafio de la CG y la
robustez de la RARM bajo ataques objetivo contra sus aeropuertos de mayor conectivi-
dad a menor conectividad destacando al Aeropuerto Internacional de la Ciudad de México,
Benito Juarez; Aeropuerto Internacional de Tijuana, Gral. Abelardo Rodriguez y el Aero-
puerto Internacional de Hermosillo, Gral. Ignacio Pesqueira Garcia como los primeros para
atacarlos. Estos aeropuertos son clave debido a su alta conectividad dentro de la red, lo que
los convierte en aeropuertos estratégicos cuya desactivaciéon podria generar fragmentacion
significativa, afectando tanto la funcionalidad operativa como la accesibilidad regional. Por
lo que, en la figura 6 analizaremos la robustez.
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Figura 6: Robustez de la red aeroportuaria de la Republica Mexicana bajo ataques
objetivo

En la grafica 6 vemos que su reduccién en el tamano de la CG tiene variaciones y pierde
su parecido a la funcién de reduccién de una red robusta. En la grafica de la robustez, la
funcion discreta no converge a la cota superior como en el caso de fallas aleatorias. Si la
robustez de la RARM hubiese tenido una convergencia a la cota inferior, es decir, al valor
1/N que es cercano al valor 0, entonces la RARM hubiese sido no robusta. Sin embargo,
no sucede eso y las dos graficas de la figura 6 no nos dice nada sobre la robustez de la red.
Por lo que, debemos de identificar la fraccion critica de nodos eliminados para decidir si la
RARM es o no robusta bajo ataques objetivo.

Con base a la reduccion en el tamano de la CG de la RARM bajo ataques objetivo.
En la figura 7 observamos la identificacion de la fraccion critica de nodos eliminados ¢*.
Teniendo en cuenta esa fraccion critica cuyo valor en el eje ¢ es de 0.37 y calculando la
densidad p de la red aeroportuaria es de 0.408 podemos analizar la robustez de la RARM.
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Figura 7: Identificacién de ¢* en la reduccién en el tamafio de la CG de la RARM bajo
ataques objetivo

Para analizar la robustez de la RARM a través de su ¢* y p, graficaremos ¢* y p de
diferentes redes aleatorias empleando el modelo de Gilbert G(N,() donde 0 < ( < 1 es la
probabilidad de que un par de nodos entre conectados por un enlace [12]|. La ventajas del
modelo de Gilbert para crear diferentes redes aleatorias es por la coincidencia de ( y la
densidad p, es decir, con una densidad 0 < p < 1 podemos crear una red aleatoria G(N, ()
con ¢ = p. Dicho lo anterior, en la figura 8 podemos observar la gréfica p contra ¢*.
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Figura 8: Analisis de la vulnerabilidad de la RARM bajo ataques objetivo empleando

*

q

Notemos que se emple6 un ajuste no lineal en la figura 8 a la nube de puntos G(N, ()
con la finalidad de encontrar el punto ¢*(p) = 1 que estd unidos con una linea vertical y
esta linea nos permita separar a las redes que estan ubicados en el lado izquierdo y a las
redes que estan ubicados en el lado derecho de dicha linea. Las redes de lado izquierdo y
las redes de lado derecho son considerados redes no robustas y redes robustas a ataques
objetivo, respectivamente. Como podemos observar, la RARM que es el punto de color rojo
se ubica en la parte izquierda. Esto quiere decir, que es no robusta cuando enfrenta ataques
objetivo.

4 Conclusiones

Al analizar la robustez en RARM, hemos obtenido resultados interesantes que nos per-
miten comprender mejor su conectividad, estructura y caracteristicas.

Se ha demostrado que la RARM exhibe un alto nivel de robustez cuando enfrenta fallas
o ataques de forma aleatoria a sus 60 aeropuertos. En estas condiciones, la red demuestra
una capacidad notable para mantener su estructura y funcionamiento fundamental, como
se refleja en la preservacion de su CG incluso en presencia de fallas aleatorias.

Sin embargo, se ha observado que la RARM es no robusta cuando se somete a ataques de
forma objetiva. Especificamente, cuando se atacan selectivamente los aeropuertos de mayor
conectividad a menor conectividad. La red muestra diferentes variaciones en la disminucion
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con el tamano de su CG, lo que indica una mayor susceptibilidad y una mayor posibilidad
de experimentar interrupciones significativas en la conectividad entre los aeropuertos, ge-
nerando retrasos masivos y afectaciones en la operacion regular de los vuelos, o inclusive, el
sistema puede colapsar o deje de funcionar de forma inesperada ante este tipo de ataques
focalizados.

A continuacion, se presentan dos graficas que refuerzan las conclusiones obtenidas en
la robustez. En la grafica de la figura 9, se comparé la reduccion en el tamano de la CG
de la RARM, una red aleatoria y una red de escala libre [1] cuando se atacaron a sus
aeropuertos de forma aleatoria. Los resultados indican que tanto la red aleatoria como la
RARM demostraron robustez, manteniendo la conectividad de su CG, mientras que la red
de escala libre presenté variaciones a considerar en la reduccion en el tamano de su CG.

1.0 —— RARM
0.8/ —— Red aleatoria
—e— Red de escala libre

__0.6]
=2
“0.4]

0.2

OO ‘ ‘ ‘ ‘ -:::::::-?

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

q

Figura 9: Comparaciones s(q) de una red aleatoria, una red de escala libre y de la
RARM bajo fallas aleatorias

En la segunda grafica de la figura 10, se analiz6 la reduccién en el tamaiio de la CG de
las tres redes cuando se atacaron de manera objetiva, enfocandose en los nodos de mayor
conectividad y los comparamos con una red robusta a dicho ataque. En este caso, la red
de escala libre mostré una reduccion significativa en el tamanio de su CG, lo que la hace
especialmente no robusta. Por otro lado, tanto la RARM como la red aleatoria exhibieron
cierta variabilidad cuando se ataca mas del 20 % de los nodos, demostrando que son mas
robusta que la red de escala libre, pero atin asi no completamente robustas.
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Figura 10: Comparaciones s(q) de una red aleatoria, una red de escala libre y de la
RARM bajo ataques objetivo

En consecuencia, estos hallazgos resaltan la importancia de la distribucién de la conec-
tividad del sistema aeroportuario mexicano. Si bien la red muestra robustez ante eventos
aleatorios, se hace evidente la necesidad de implementar estrategias especificas para pro-
teger y fortalecer los aeropuertos de mayor importancia y conectividad en la red. Estos
resultados tienen implicaciones practicas para el diseno y la gestién de la RARM, ya que
podriamos comprender la importancia de la conectividad y la distribucién de los aeropuer-
tos y pueden ayudar a disenar estrategias mas efectivas para garantizar su funcionamiento
6ptimo y su resiliencia en situaciones adversas.
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